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0- INTRODUCTION

Dans certains cas, les modéles économétriques conduisent a des expressions
complexes de la distribution conditionnelle des variables endogénes. Les fonctions
de vraisemblance qui leur sont associées sont difficilement manipulables, voire
intraitables : 1l devient difficile d'estimer les parametres d'intérét de ces modeles.
Les exemples de telles situations sont nombreux et couvrent plusieurs domaines de
I'économie : les modeéles de choix discrets avec plusieurs alternatives, les modeles
de desequilibre en présence d'une dynamique sur les variables latentes, les modéles
de recherche d'emploi, les modeles non-linéaires avec des coefficients aléatoires, les
modeles non-linaires avec anticipation rationnelle, les modéles en temps continu
avec volatilité stochastique, etc. Pour contourner ces difficultés, on peut approximer
la fonction de vraisemblance du modéle considére, ou bien approximer le modéle
lui-méme et maximiser la fonction de vraisemblance qui lui est associéel. Cette
derniére solution est adoptée par la procédure du Pseudo-Maximum de
Vraisemblance (PMV).

Les méthodes semi-paramétriques du PMV développées par White (1982),
Burguete, Gallant et Suza (1982) et Gouriéroux, Monfort et Trognon (1984),
combinées avec celles du PMV Simulé (PMVS) présentées par Larogue et Salanié
(1989,1992), permettent d'apporter une plus grande souplesse dans la représentation
de la réalité. La solution adoptée consiste alors a ne pas spécifier complétement la
structure paramétrique du modele considéré, ce qui justifie le qualificatif "semi-
paramétrique’2 associé a ces méthodes d'estimation. Ces méthodes reposent sur
I'information contenue dans les moments du premier et du second ordre de la
variable endogene. Pourtant, dans certains cas, les expressions analytiques de ces
moments ne sont pas explicites. Le recours a des simulations stochastiques permet
alors une approximation empirique de ceux-ci, tout en conservant les bonnes
propriétés de convergence et d'efficacité des estimateurs ainsi obtenus. La maitrise
grandissante des procédures d'estimation par simulation élargit en conséquence le
domaine d'application du PMV.

Cette note meéthodologique a pour but d'expliciter, a travers un exemple
concret, la mise en oeuvre de la procédure d'estimation par le PMV et par le PMV

1voir & ce sujet le numéro spécial de Journal of Applied Econometrics, Volume 8, Décembre 1993.

2Méthode qui ne porte pas nécessairement sur I'ensemble des paramétres régissant les observations.



Simules. Les modeles de déséquilibre, par essence non linéaires, permettent en effet
d'illustrer I'utilité de cette procédure.

Aprés avoir introduit quelques éléments de définitions (section 1), nous
présenterons, dans une deuxiéme section, le principe général du PMV. La version
simulée du PMV sera ensuite examinee (section 3). La derniere partie concerne
I'adaptation de cette procédure d'estimation aux modeéles de déséquilibre, en général,
et a un modele de déséquilibre sur le marché du travail en particulier.

I-NOTATIONS ET DEFINITIONS
Pseudo-modeéle et identifiabilité au premier et au second ordre

D'une fagon générale, un modele économétrique peut étre exprimé sous la
forme :

Y=¢(%,6u)

On souhaite expliquer pour chaque observation t, t = 1,..., T, les valeurs prises
par un vecteur yt , de dimension G, de variables endogenes observables en fonction,
d'un vecteur xt de variables exogenes, de dimension K, et d'un vecteur d'erreur ut,
de dimension G :

Il est parfois plus facile de calculer les premiers moments de la variable
endogéne observable y;, que d'inverser la forme réduite du modéle4. Dans ce cas, la
liaison entre y; et x; n'est modélisee que par l'intermédiaire de la seule moyenne
conditionnelle de y; sachant x;. On définit ainsi le pseudo-modele suivant :

yw=m(x,6)+u, avec E(yt/x,6)=m(x,0).

Le pseudo-modele est dit spécifié au premier ordre si la liaison entre y; et Xt
n'est décrite que par I'esperance conditionnelle m(x¢,0). La connaissance de 6 rend
donc complétement compte de I'espérance de y sachant xi.

0 est dit identifiable au premier ordre si pour toute valeur 0 :

30n ne s'attardera pas sur les détails techniques qui ont été présentés extensivement par ailleurs (voir les
références bibliographiques)

4L 'estimation de ce modele par le maximum de vraisemblance (MV) nécessite la réécriture du modéle en
exprimant les résidus en fonction des variables (Y, , X,) et des paramétres 6.



M(x,&)=m(x,cb)=0=6.

Le pseudo-modeéle est spécifié jusqu'au second ordre si, en plus de
I'espérance, la variance conditionnelle de y; sachant xt, V(yt /xt), permet de décrire
la liaison entre yt et X¢. La variance conditionnelle est alors connue et dépend des
parametres d'intérét> identifiables au premier ordre et dautres parameétres
(parameétres de nuisance) liés aux moments du second ordre, que nous noterons o.
Le pseudo modeéle est spécifié comme suit :

Ye=m(x,6)+k,
E(/%,6)=m(x.6),
V(/x,0)=9(x.0,0).

(6,0) est identifiable au second ordre si pour toute valeur (6¢,5) :

m(x,0)=m(x,6) _, O=6b
9(x,6,0)=9(%,6b,50) ~ 0 =00

I1- PRESENTATION GENERALE DU PMV
Soit le pseudo modele défini a la section précédente :
y=m(x,O)+k,

ou les termes derreur ut , t = 1,.T, sont distribués identiquement et
indépendamment, et sont indépendants des variables exogenes xt.

Si la vraie distribution de probabilité fy de ut est connue, nous pouvons alors
appliquer la méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les parametres ©.
La log-vraisemblance, Ln(Ly(60)), @ maximiser est alors de la forme :

Ln(Lo(@)=%ian(fo(u»,
-1 tn 1yt )]

ou Lg est la fonction de vraisemblance associée a la vraie distribution f,.

SParamétres interprétables économiquement.



L'estimateur du maximum de vraisemblance ' vérifie alors la condition de premier
ordre suivante :

an(e(9)_,
a0

On démontre, dans ce cas, que les estimateurs & sont convergents et
asymptotiquement normaux.

Cependant, dans le cas général, la vraie distribution de probabilité est
inconnue. La méthode du PMV consiste alors a maximiser la vraisemblance, pour
une distribution de probabilité donnée f, différente de fy, établie a partir d'une
connaissance partielle de cette vraie distribution f;. On s'intéresse donc aux
estimateurs du maximum de vraisemblance calculés en faisant une hypothése fictive
sur la loi des perturbations, d'ou le qualificatif pseudo (ou quasi).

L'étude des propriétés du PMV revient a l'analyse du maximum de
vraisemblance en présence d'une erreur de specification sur la loi des erreurs. La
pseudo-log-vraisemblance est alors de la forme :

L (@)-£ Lnt (w).

L'estimateur du PMV , é, vérifie la condition :

An(L(9)_,
o0

11.1- Information discriminante de Kullback et convergence du PMV : Analyse
de White (1982)

En présence d'une erreur de spécification sur la loi de distribution des erreurs,
il est intéressant de chercher la loi f la plus proche de f,;, de maniere & pouvoir
évaluer cette erreur en comparant fy a f. 1l faut pour cela disposer d'une mesure de
proximité (appelée aussi contraste) entre lois de probabilités.

Etant données fy(X,y), la vraie loi des variables exogenes et des variables
endogenes, et f(x, y, 6) la pseudo-densité du couple (y,x); on appelle contraste au
sens de Kullback entre f et f, la quantité suivante :



fo(X, y)
I(fo, £.6)= EE[ r(f(xy@ }
= Ln( fo(x, ) KFo(x,y)—[ Ln( f(x, y,6) KAFo(x,y)

ou Fq désigne la vraie fonction de distribution, IOE représente l'espérance par rapport
a la vraie distribution conditionnelle de y sachant x, et E correspond a l'espérance

par rapport a la vraie loi marginale de x.
I(.) est aussi appelée information discriminante au sens de Kullback.

Sous des hypothéses générales (Annexe 1), White (1982) montre que les
estimateurs du PMV convergent, presque sOrement, vers les paramétres qui
minimisent l'information discriminante de Kullback. En d'autres termes, les
estimateurs du PMV minimisent la "distance"s entre le modele f(y-m(x,0)) et la
réalité fo(y-m(x,0)).

Si f(u,0) = fy (u) , alors le minimum de l'information de Kullback est atteint
pour 6" = 8. L'estimateur du PMV, (@ n'est autre que I'estimateur du maximum de

vraisemblance.
L'estimateur du PMV est normalement distribué

VT (Gr=0)8N(0,-1(0°)1 (63 +(6))
De pl usCT(§r)ﬂ§C(<9*), élément par élément,
avec C(6+)=J3-1(6+)1(6+)J-1(6~)

3=—gg 22Ln((u.6-)
I(67)= '5'52( 26006, j

o An(f(u6-) An(f(u,6%)
()=ER—2 26, j

et CT(é‘T)Z:j‘Tier F
el zﬁz Ln(f(u, 9r))
0000,

a’l_n(f(ut Hr) an(f(u, 9r)
Z o6,

L'estimateur convergent de la matrice de variance-covariance des paramétres est la
matrice C, (é%), ou les espérances sont remplacées par les moyennes empirigues.

611 ne s'agit pas d'une distance au sens classique du terme, puisque les conditions de symétrie et d'inégalité
triangulaire ne sont pas satisfaites.



Rappelons que (% est l'estimateur du PMV et 0" le minimum unique de
I'information de Kullback.

Toutefois, si les hypothéses sur la distribution suivie par les erreurs sont
inadéquates ou si le modéle n'est pas correctement paramétré, alors 0 peut ne pas
coincider avec la vraie valeur des parametres. Ce qui signifie, gu'en régle générale,
I'estimateur du PMV n'est pas convergent.

C'est principalement a ce niveau qu'interviennent les apports de Gouriéroux,
Monfort et Trognon (1984). Les auteurs définissent en effet, les conditions sur la
famille des pseudo-lois pour que les estimateurs du PMV ne perdent pas certaines
de leurs propriétés comme la convergence ou l'efficacité asymptotique.

11.2- L'apport de Gouriéroux, Monfort et Trognon (1984)

Les auteurs montrent qu'une condition nécessaire et suffisante de
convergence des estimateurs du PMV est que la loi des variables endogénes du
pseudo-modéle appartienne a une famille exponentielle linéaire ou quadratique
selon I'ordre d'identifiabilité du modele.

A- Pseudo-Maximum de Vraisemblance d'ordre un (PMV1)

On se place d'abord dans le cas ou le modele est connu au premier ordre

seulement. On retient donc I'écriture suivante avec une variance conditionnelle de y
sachant x, Q,(x,), inconnue :

Ye=m(%, )+,
avec E(y:/x)=m(x,6b),
et V(y/xi))=Qo(Xt)

Sous les hypotheses H1 a H7 (annexe 1), il existe une condition nécessaire et
suffisante sur la famille des lois conditionnelles de yt sachant x{ qui assure la
convergence de l'estimateur du PMV1 vers la vraie valeur, quelle que soit la loi
sous-jacente :

L'estimateur @; du PMV1 , solution du probleme :

mgtx{%:zan f[yt,m(xt,@]} )



est convergent si et seulement si la distribution retenue appartient a une famille
exponentielle linéaire, c'est-a-dire une famille de lois dont la densité s'écrit sous la
forme :

fy,m(x,))=expl A(M(x,6))+ B)+CMix. vt |;

ou A(m(x,0)) et B(y,) representent des scalaires et C(m(x,6)) un vecteur ligne de
dimension G.

On remarque que les contraintes associees aux variables endogénes (B(y,))

sont indépendantes des parametres (). Il en résulte que le critére & maximiser peut
étre réécrit :

max{T > (Am(x, e))+C(m<Xt,e))yr)}

De nombreuses distributions, couramment utilisées en économétrie,
appartiennent a la famille de lois exponentielles linéaires : les distributions de
poisson, binomiale, binomiale négative, de gamma, multinomiale, normale.

Ainsi, pour une loi normale unidimensionnelle, on peut écrire :

f(y,m(xt,@)zﬁexp{—%(W)z} pour o donné.

Cette densité peut se réecrire :

f(M,WKn,@)=exp{—Ln(aﬂ) %m(xtﬁ)z 1Y, m(x,6) y},

o2 202 lox

et I'on posera :

AmOx A)=Ln(ov27)-1 T m(’“ @2 - B(y)=— et CM(x.0)= m("t 9

Un modele simple a équations simultanées permet d'illustrer le principe du
PMV1. Soit le systeme :

Vit=aa Y2+ X i+t
Yor=02Yit+ X+t |
avec  Ye=(Yt, yau) \W=(tt,Uer) \O=(cn,02, B, o), X=(%t, %) €t 3 le jacobien de la

1 —
transformée de y, en u, ( o f‘l)



Sous I'hypothese d'une matrice de variance-covariance €, connue et

indépendante des parametres 0, la log-vraisemblance du modéle prend la forme
suivante:

—Ln(27r)—%Ln(det(Qo))+ Lr([det(s))%ufgalut .

Si on note H(y,x,&):(g;f:g;g) alors u, =y, — H(y,,X,,0) et on obtient :

A(H(yt,xt,éb):—Ln(Zﬂ)—%Lr(det(Qo))+Ln(]det(S)D—%H'(yt,m,H)QalH(yt,m,éb

B(y)=—3 Y%y
C(H(: X0 = H x5!

On peut réécrire ce systéme sous une forme équivalente :

A(m(xt,@%—Ln(Zﬂ)—%Ln(det(Zo))—%m'()q,@Zalm()q,69
B(y)=—5 ¥y

Cm(x, ) J=mi(x.0) %"
onfoXet+ Xt
ol mix.&)= [};&%m soit encore E(yt/x,0) et =, = I3'Q, 3, qui est la matrice
l-onae

de variance-covariance des endogéenes.

On retrouve le résultat selon lequel le PMV1 revient a maximiser le critere
suivant :

AM(x,OHCMx,O)y: |

lequel critere ne fait plus intervenir le jacobien I de la transformee. Celui-ci est
directement incorporé dans I'évaluation des moments de la variable endogene.

Bien entendu cet exemple n'a qu'un but illustratif : le transfert du jacobien de
la vraisemblance vers les moments de la variable endogene n'apporte pas de
simplifications notables. En revanche, pour certains modéles fortement non-
linéaires, une telle démarche peut étre cruciale pour obtenir une expression
manipulable de la vraisemblance.

Remarque : L'estimateur des moindres carrés non-linéaires correspond a un cas
particulier du PMV1.
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Encadré 1 : Normalité asymptotique de I'estimateur du PMV1

L'estimateur du PMV1 associé a la famille exponentielle linéaire est
asymptotiquement normal :

T (Gr—6)3N(0,J 113 )

avec .

J:EXEO( d 2'”[‘};"0,,2(""9")]),
JZB(m%%)'ﬂcﬂ);?)]d“%@)

,:EXEO( ﬂln[f(sggn(x,eo)]ﬂln[f(.\g);n(x,ﬁo)])

- A Ty gy LM ) |

avec .

u(&)=y-m(x,0)

L'utilisation de la famille exponentielle linéaire simplifie sensiblement
I'expression des matrices J (matrice d'information de Fisher) et | (produit du vecteur
du score). Ainsi, on peut exprimer J et | comme suit :

J:Ex(ém(X’HO)IZ‘l dui) j

o0 ° a9
e[ An(X6b) < 1~ < AN(X,6b)
I —EX( 0”9 ZO QOZO —ag y

avec  Qo=Eo(u(é)u(&h));

Q, est la matrice de variance-covariance conditionnelle de y sachant x pour la vraie
distribution.

Les estimateurs convergents de J et | sont respectivement :

11




3— i(an(x,ér)'éc[m(x,éolan(xﬁr)J
TE B ane) b )
= 1 3 amixdry &lmix )] 2] mxdn)] anix 1)
|T_T;( o u(Bryu(ory | o

B- Le PMV Quasi Généralisé (PMVQG)

Pour un modeéle identifié jusqu'au second ordre, on peut tirer profit de

l'information  supplémentaire contenue dans la variance conditionnelle,
V(y/x)=g(x,0,0) (supposee connue de I'expérimentateur), pour estimer de maniere

plus précise le parameétre d'intérét 6. Dans ce cas, les familles exponentielles
linéaires sont paramétrées a la fois par le vecteur des coefficients liés au moment du
premier ordre (0) et par celui lié aux parametres identifiables au second ordre (les
parametres de nuisance p). Le vecteur p est fonction des moments du premier et du
second ordre :

p=h(m(x,0),9(x.0,0)).
Pour m(x,0) donne, la relation entre pu et g(x,0,0) est bijective.
La méthode du PMVQG procéde en deux etapes :

e Obtenir, dans un premier temps, des estimateurs convergents & et é de o et
6 qui permettent de construire un estimateur convergent du parameétre de nuisance p

= h(m(x, &).9(x.6.6));

e construire la matrice de variances-covariances V(yy/x;) et estimer les
parametres identifiables au premier ordre 6.

Remarque : L'estimateur du PMVQG résulte de I'adaptation de la technique des
moindres carrés quasi-genéralisés en deux étapes au cas du pseudo-maximum de
vraisemblance (Trognon (1987)).

Soient & et é deux estimateurs fortement convergents de o et 0 et tels que
VT(Gr—6b) et \T(Gr—ov) sont bornés en probabilité. L'estimateur 6 de 0 du
PMVQG, obtenu en maximisant le critere :

til;Ln f[y,m(x,@,r(m(x,gr),g(x,gr,ér)ﬂ

est fortement convergent et est le meilleur estimateur asymptotiqguement normal du
PMV pour une famille exponentielle linéaire :

12



~ PN an(X,6b) ~_, an(x,6b)
_ 1 — 0O-L )
VT (Gr—6)3N(0,x5Y) ol «o Ex( 0 Qq 0
Gourieroux, Monfort et Trognon montrent que l'estimateur du PMVQG est
asymptotiquement plus efficace que I'estimateur du PMV1.

Les auteurs montrent par ailleurs, que si 6 et o sont fonctionnellement
indépendants et sous des hypothéses de régularité, alors I'estimateur é% du PMVQG

de 09 est asymptotiquement équivalent a I'estimateur du MV, solution du probléme :
1 T
m %X{T; Lnfo(yt,%,6,0) }

C- Le PMV d'ordre deux (PMV?2)

Pour un modeéle identifiable au second ordre, les paramétres d'intérét (0) et de
nuisance (o) peuvent étre estimés simultanément par la méthode du PMV?2.

Sous les hypotheses H1 & H7 (annexe 1), l'estimateur (é%,@) du PMV2,
solution du probléme :

r%x{%gm f((yt,m(x,@,g(x,a))},

est un estimateur fortement convergent de la vraie valeur des paramétres (6,,c,) Si

la famille de loi conditionnelle appartient a une famille exponentielle quadratique,
c'est-a-dire une famille dont la densité s'écrit sous la forme :

fy,m(x,6),9(%,0))= .
explA(M:.0).60.0) By C(mx.6). 6060+ DI ). .o

ol D(m(x,6),9(x,0)) est une matrice carrée de dimension GxG.

Comme pour l'estimateur du PMV1, l'estimateur du PMV2 est

asymptotiquement normal :
ﬁ[(é)‘@%)}g N((8)J—1IJ_1)

Cependant, les expressions des matrices | et J sont sensiblement plus compliquées
(voir annexe 1) .
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Telles que I'on vient de les présenter, les méthodes du PMV reposent sur la
connaissance exacte de la forme fonctionnelle du premier moment conditionnel
(pour PMV1 et PMVQG) ou des deux premiers moments conditionnels de la
variable endogéne (pour PMV2). Si ces méthodes simplifient notablement
I'expression de la vraisemblance a maximiser, elles n'affranchissent pas
I'économetre du calcul de I'expression des deux premiers moments. Or pour certains
modeles econométriques, le calcul effectif de ces moments est tres difficile, voire
impossible. Laroque et Salanié (1989) proposent alors d'utiliser des simulations
stochastiques pour approximer empiriqguement les espérances et les variances non
calculables. Ils présentent ainsi une version simulée du PMV.

I11- PRESENTATION DE LA VERSION SIMULEE DU PMV
I11.1- Bref rappel historique des méthodes simulées

Traditionnellement, les méthodes de simulation sont largement utilisées pour
évaluer empiriquement les propriétés d'une méthode d'estimation, ou d'une
procédure de test : étudier le biais et I'erreur quadratiqgue moyenne d'un estimateur
ou le niveau et la puissance d'un test statistique, calculer des prévisions sans biais
dans le cas des modéles non linéaires, ou approximer des résidus latents dans les
modeles a variables qualitatives.

Au cours des dix derniéres années, plusieurs auteurs ont proposeé une
méthodologie d'estimation par simulation. Cette méthodologie permet d'approximer
des intégrales multiples apparaissant dans des fonctions objectifs (fonctions de
vraisemblance) ou de passer outre a I'absence de forme analytique de la fonction de
vraisemblance. Lerman et Manski (1981) ont été les premiers a suggérer de
remplacer des probabilités analytiques nécessaires au calcul de la fonction de
vraisemblance du modele probit multinomial par des fréquences empiriques
simulées. Le développement remarquable des moyens de calcul informatique durant
les années quatre-vingts a permis de fructifier et de généraliser les suggestions de
Lerman et Manski. L'article de Pakes (1986) constitue la premiére application dans
ce domaine.

L'utilisation et la généralisation des méthodes d'estimation par simulation a
depuis évolué rapidement” (McFadden (1989), Pakes et Pollard (1989),
Hajivassiliou et McFadden (1989), Duffie et Singleton (1989), Laroque et Salanié

"\Voir le numéro spécial du Journal of Applied Econometrics, Décembre 1993.
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(1989,1990,1992), Gouriéroux et Monfort (1991), Danielson et Richard (1992),
etc.).
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111.2- Le Pseudo-Maximum de Vraisemblance Simulé (PMVS)

Les méthodes du PMV reposent sur I'information contenue dans les moments
du premier et du second ordre de la variable endogene. Ces moments peuvent étre
calculés de maniere analytique; ils peuvent aussi étre calculés numeériquement par
une méthode de simulation ou méthode de Monte-carlo.

Un modele économétrique non linéaire peut en toute généralité s'écrire sous
sa forme réduite suivante :

Y=g(%,0u).

En pratique, les simulations stochastiques sont réalisees en remplacant le vecteur
des erreurs u, par un vecteur u,,, h =1,.., H, de variables aléatoires tirées dans la

loi des u, d'espérance nulle et de variance égale a Q. L'indice h représente le hiéme
tirage parmi H.

Pour chaque tirage h, on peut donc résoudre le modele ¢(x,,06,u,,) pour des
valeurs données de x, et 0.

A partir de ¢(x,,0,u,,) on peut calculer des estimateurs de I'espérance et de

la variance conditionnelle de y sachant x, et 98

Mk (x,@:ﬁgqﬁo«,auut)
zm(x,Q:Euﬂx,au)

et

gH(><t,6’,O')=ﬁg(¢(xt,9,ut,h)—mH )i
~g(%,6,0)=Vug(%,6,0).

Ces estimateurs ne sont autres que la moyenne empirique (pour l'espérance) et la
variance empirique (pour la variance).

L'estimateur du PMVS (du premier et du second ordre), @;H, résulte alors de

la maximisation (par rapport a 6 pour une méthode d'ordre un, et par rapport a 0 et
o pour une méthode d'ordre deux) de la pseudo-log-vraisemblance simulée suivante

811 résulte de la loi des grands nombres que, si H est grand, la moyenne et la variance empiriques sont peu
différentes respectivement de I'espérance et de la variance de la loi ayant servi au tirage.
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e pour une méthode d'ordre un (PMVS1) :
H 13 H
Ln(L(8))r = ;Z Ln(f(y,,m"(x,,0)),
t=1

e pour une méthode d'ordre deux (PMVS2) :

T

Ln(L(O,0))7 =23 Ln(F(y,,m"(,,0),6" (x,,0,0)).
t=1

Laroque et Salanié (1989) montrent que les estimateurs du PMVS sont
asymptotiquement convergents lorsque le nombre de simulations H tend vers l'infini

quand T tend vers l'infini. Les auteurs prouvent également que sous des hypotheses
de différentiabilité, @;H est asymptotiquement normal et de méme variance-

covariance asymptotique que l'estimateur du PMV (% si le nombre de simulations
H tend vers l'infini plus vite que +/T.

IV- APPLICATION AU CAS DES MODELES DE DESEQUILIBRE
IV.1- Présentation du modeéle et des approches alternatives d'estimation

Les modeles de déséquilibre reviennent sur I'hypothése de flexibilité parfaite
des prix et proposent une approche alternative fondée sur I'existence d'un
ajustement par les quantités. Cet ajustement peut étre total, auquel cas I'équilibre se
réalise a un prix donné au minimum de l'offre (y;) et de la demande (y,). y. et Y,
ne sont pas toujours observables (I'offre n'est observée qu'en période d'excés de
demande et la demande n'est observée qu'en période d'excés d'offre), ce sont des
variables latentes. Ainsi, le modele latent est défini par :

) Y& =XsOs+0sUs,
Vi =Xat@d +0dUct,

ou X et X4 représentent respectivement les variables exogénes déterminant I'offre et
la demande; ug et uy désignent les erreurs définies sur l'offre et la demande
respectivement; nous supposerons dans la suite que ces erreurs suivent des lois
normales centrées, réduites et indépendantes; 6' = (6¢,04) est le vecteur des
paramétres d'intérét et ' = (o,,04), le vecteur des parametres de nuisance. Le
modele observable est défini par I'équation de la transaction realisée (y;) :

2 ye=min(ys, ¥i), t=1,...,T.

le modéle défini par les equations (1) et (2) est appelé modele canonique de
déséquilibre (Quandt (1982)).
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Depuis les travaux fondateurs de Fair et Jaffe (1972), les méthodes
d'estimation des modeles de déséquilibre ont connu un véritable essor. La contrainte
majeure réside alors dans l'imperfection de I'information disponible sur le
découpage de I'échantillon en période d'exces d'offre et en période d'excés de
demande.

Les travaux de Maddala et Nelson (1974) vont permettre d'envisager
I'estimation de tels modeles a I'aide de la méthode du maximum de vraisemblance,
qui ne suppose pas une connaissance préalable du découpage de I'échantillon, mais
qui souléve malgré tout d'autres difficultés (voir annexe 2).

IV.2- Estimation par le PMV et par le PMVS

Nous présenterons successivement I'estimation par le PMV et le PMVS, du
modeéle canonique de déséquilibre (ler cas), du modéle avec micro marchés (2eme
cas) et du modéle dynamique de désequilibre (3éme cas). Dans le premier cas, les
expressions analytiques des deux premiers moments conditionnels de la variable
endogene observée sont faciles a calculer. On peut donc appliquer les procédures du
PMV d'ordre un et deux pour estimer les parameétres d'intérét et de nuisance. Dans
le deuxiéme et troisieme cas, le calcul de l'espérance et de la variance
conditionnelles de la variable endogene observée n'est pas aisé, et pose des
problémes numériques liés a I'évaluation d'intégrales multiples (intégrale double
dans le cas de micro marchés, une intégrale d'ordre T dans le cas du modéle
dynamique). On préféere alors utiliser les méthodes du PMVS qui fournissent, & un
codt faible, des estimateurs qui ont de bonnes propriétés asymptotiques et qui sont
robustes vis-a-vis de I'introduction des micro marchés, et d'une structure dynamique
de I'offre et de la demande.

A- Modele canonique de déséquilibre : Estimation par le PMV
Pour une datet, t=1,...,T, le modele s'écrit :

(@) Ye=Min(Xs&s+osUst; XdtGd +0dUdt)

Nous noterons dans la suite o=(0d,0%), S=\03+08,x=(XsXd) et @=(6561). Nous

supposerons que les aléas uy et ug sont normalement distribués d'espérances nulles
et de variances unitaires.

Nous avons vu dans les sections précédentes, que les méthodes du PMV
reposent sur les deux premiers moments de la variable endogéne. La premiere étape
consiste donc a calculer les expressions de ceux-ci. Pour cela, on utilise les résultats
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relatifs aux moments d'une loi normale bi-dimensionnelle tronquée (Gouriéroux
(1989)) :

lere étape : les expressions des deux premiers moments de la variable y

(2)  E(w/x)=m(e09=xadu[ b0
+X 305D M}W(M)
S S
()  E(#/%)=9(%,0,0)=((xtba)2+0c] )CD()@‘%;S)@“%)
+((xa65)2+02 )CD(thed%ﬁﬂS)
—o X6 +>@6?s}p(w)

ou @ et ¢ sont respectivement la fonction de répartition et la densité de la loi
normale centrée et réduite®.

Les équations (2) et (3) montrent que seuls 6 et s sont identifiables au premier
ordre, tandis que 6 et o sont identifiables au second ordre.

2éme étape : Calcul de la pseudo-vraisemblance a la date t

e Méthode d'ordre un : PMV1

Cette méthode consiste a maximiser la fonction de vraisemblance associée au
pseudo-modeéle suivant :

W=m(x%,6,S)+,

ou les uy, sont des variables aléatoires indépendantes, d'espérances nulles et dont la
densité appartient a une famille exponentielle quadratique, plus précisément dans
notre cas la loi normale.

En faisant comme s la variable endogene (y) suivait une loi normale, de
variance V fixe et indépendante des parameétres, pour une observation t donnée et
pour un choix donné des parameétres, la pseudo-vraisemblance s'écrit :

(sﬁ—m(Xtﬁ,S))z)
2V

(1, %,6,8)=p yi—M(x,60,5) }= \/;Wex

9Rappelons qu'une variable aléatoire normale, centrée et réduite (x) a pour fonction de densité de
EN

1 X
probabilité la fonction @(X) = Te 2" et pour fonction de répartition @(X)=IX o(2)dz.
n —00
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Ou encore le logarithme de la pseudo-vraisemblance a la date t :

(y—m(x,6,9)) Ln(2zV)
2V 2 '

@) Ln(l)=

ele PMVQG :

Si on dispose, pour une valeur arbitraire des variables exogeénes, d'un
estimateur convergent de la variance de la variable endogéne, V(xt,éé). Si(y,)
était normalement distribué, le logarithme de sa pseudo-vraisemblance pour un
choix donné des parametres est :

(y-m(x.,6,9)) Ln(27rV(xt,5,&~))_

(5) Ln(lger)= = 5
2V(x%,0,0)

e Méthode d'ordre deux : PMV2

Il s'agit de maximiser la fonction de vraisemblance associée au pseudo-modele
suivant :

Ww=m(X%,0,S)+Uzt,

ou les u,; sont des perturbations normales, indépendantes, centrées et de variance
V(x,0,6). Pour une observation donnée et pour un choix des parametres, le
logarithme de la pseudo-vraisemblance est :

(y—m(x,0,9)f Ln(272V(x.0,0))

©)  Ln(laj=—or s >

3eme étape : Calculer la pseudo-log-vraisemblance totale

Sous I'hypothése d'indépendance des observations, la pseudo-log-vraisemblance
totale correspond a la somme des pseudo-log-vraisemblances élémentaires,
calculées a la deuxiéme étape :

e 'estimateur du PMV1 est solution de la maximisation de la fonction

;
(M) L=) Ln(l),
t=1
ou encore de la minimisation du critére suivant :

20



T

> (y-mx4,9)f

t=1

e |'estimateur du PMVQG est solution de la maximisation de la
fonction :

(8 Leo :i Ln(lqct),

ou encore de la minimisation du critére suivant :

i{yt—m(Xt,H,S) f

t=1 V(xt,§,§)

e |'estimateur du PMV2 est solution de la maximisation de la fonction :
T
9) =) Ln(z).
t=1

ou encore de la minimisation du critére suivant :

3 speialntenao)

4eme étape : Détermination de I'optimum

Les parameétres d'intérét et/ou de nuisances estimes sont issus de la minimisation de
I'une des fonctions objectifs, définies a I'étape précédente. Cette minimisation est
effectuée par un algorithme standard d'optimisation (méthode de Newton-Raphson,
méthode de la montée la plus rapide, méthode du scoring ...etc.).

B- Modeles de déséquilibre avec micro marchés : Estimation par le
PMVS

Si l'agrégation de micro marchés (voir annexe 2.B) permet de tenir compte de
la concomitance des régimes d'exces d'offre et d'exces de demande, elle complique
néanmoins le calcul des premiers moments conditionnels de la variable endogene
(la transaction agrégée). Dans cette situation, la méthode du PMV est d'application
aussi délicate que celle du MV. Pour résoudre ce probléme, on utilise la version
simulée du PMV.
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On fait I'nypothese que les micro marchés indicés par i, i = 1,...,N, sont
infiniment petits et infiniment nombreux (un continuum de micro marchés). Sous
cette hypothese, I'échange au niveau agrége est égale a I'espérance des transactions
sur les micro marches :

N
(20)  ye=li miZmin(m95+asust+rsvs- $XatGd +0dUdt+7d Vi)
N-—0 N )

=Ei(Min(Xe@s+0sUs+7Vsi; Xt +Galot+ 70V )/ Ust, Ut )
ou l'espérance mathématique (E; ) est prise par rapport a (Vg;,Vg;)-

On considere donc qu'il y a des perturbations qui affectent I'ensemble des
micro marchés a la date t (il s'agit de ug et uy ), alors que la particularité du micro-
marché i est prise en compte par les termes d'erreur vg; et vg; . On suppose dans la
suite que ces perturbations sont normalement distribuées, d'espérances nulles, de
variances unitaires, non autocorrelées (dans le temps pour ug et ug; , et dans l'espace
pour Vg et Vg ) et non corrélées entre elles.

Sous les hypotheses mentionnées ci-dessus, l'espérance mathématique de la
transaction réalisée (équation (10)) s'écrit :

(11) E(yl) (th6’d+c7ducn)CI)(>@l98+GsUs —XctOd — UdUdt)

+(XeOs+0sll St)q}( XatBd +0dUdt— )@195—05[]5)» ‘p{ Xat&d +odUdt— )@QS—GSUQ)
T T

ou @ et ¢ désignent respectivement la fonction de répartition et la fonction de
densité de la loi normale centrée et réduite. On notera que le dernier terme a droite
de I'équation (11), peut étre considéré comme un indicateur des frictions observées
sur les micro marchés; r=\r3+z2 représente l'indicateur de dispersion de I'écart

entre I'offre et la demande sur les micro marchés.
On déduit de I'équation (11) que :

e les paramétres (0,,0,, s2+72) sont identifiables au premier ordre. Le calcul
de la variance de y; est plus laborieux, il montre que les parametres (u,6s04,057)

sont identifiables au second ordre;

e Puisque t et s ne sont pas identifiables separément, utiliser le PMV1 en
I'absence ou en présence de micro-marché conduit aux mémes résultats et n'est donc
d'aucune utilité pour estimer le modele avec micro marchés. Seul le PMV?2 présente
ici un intérét.
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Pour obtenir I'espérance de la quantité échangée au niveau agrége, on doit
intégrer I'équation (11) par rapport a la densité de (u,,u,). D'ou lintérét

d'approximer les deux premiers moments par simulation.

lere étape : Approximation des deux premiers moments conditionnels en
procédant a des simulations de Monte carlo

Nous procédons, a chaque période, au tirage de H (entre 50 et 100 dans la
pratique) perturbations normales centrées, indépendantes et de variances unitaires
que nous noterons :

(USRTH

Nous conservons les mémes séries tout au long de la procédure d'estimation
afin d'opérer avec la méme approximation des fonctions de la vraisemblance (selon
I'odre d'identifiabilite du modéle).

Pour (6u,6s00,057) donnés (ce qui revient a fixer ses paramétres), nous

calculons :
XstOs+0sUS ,— Xatfa —oaud
Yhi=(XctOd +adu,g{t)<1)[ T h - hvtj
XatGd +0dUg —XsGs—sU Xt +0dUg —XsOs—sU
+(Xst93+GsUst)q)( : h’tT SOt j_ﬂ{ t h,tT s—OsUpt ,
Rere CD( XeOs+0sUS  — X G —dUg, j
' T

puis nous approximons les moments de la variable endogéne par :

H H
2 Wt 2 Vs

_h =
E(yt/%)= et E(y?/%) T

Les proportions de micro marchés en régimes d'offre et de demande sont
approximeées par :

H H

D R D Ru

Pr(régimededemande):*ﬂT et Pr(régirned'offre)zl—h:lT
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Connaissant les deux premiers moments, la mise en oeuvre de la méthode du
PMVS d'ordre 2 est identique a la description fournie dans le cas du modeéle
canonique de déséquilibreto :

2éme étape : Calcul de la vraisemblance a la date t,
3eme etape : Calculer la log-vraisemblance totale,

4eme étape : Détermination de I'optimum.

C- Modeles de déséquilibre dynamiques : Estimation par le PMVS

L'un des griefs adressé aux modeles de déséquilibre est la nature
généralement sommaire de la spécification dynamique retenue. La présence de
variables latentes retardées (soit d'une dynamique sur les variables non observables,
I'offre et la demande) trouve pourtant de multiples justifications .

Cette carence en matiére de dynamique a pour origine essentiellement des
difficultés numériques d'estimation liées a la complexité de I'expression analytique
de la fonction de vraisemblance. Dans ce contexte, les méthodes du PMVS se sont
avérees particulierement fécondes puisqu'elles se prétent aisément a une extension
dynamique (Laroque et Salanié (1992, 1993), Ben Jelili et Mihoubi (1993)). Les
méthodes du PMV Dynamique Simulé (PMVDS) sont fondees sur I'évaluation des
difféerents moments de la variable endogéne observée par des simulations
dynamiques : les variables latentes retardées prennent pour valeurs a la période t
celles qui ont été simulées par les variables latentes aux périodes précédentes.

Présentation du modele
Nous considérons le modele stationnaireit suivant :
Y& =0s Y5 1+ Xsabs+0sUs,

Vi =0d Vi g+ Xat@d +0d U,
ye=min(yz, Ya)-

10L_a maximisation de la pseudo-log-vraisemblance requiert la connaissance des dérivées des deux premiers
moments par rapport aux parametres. Les approximations de ces dérivées par la méthode de Monte-Carlo
sont présentées dans l'article de Laffargue et Mihoubi (1989).

I1Dans les applications concrétes, les variables macro-économiques sont généralement non stationnaires.
Les conséquences de l'absence de stationnarité quant a l'applicabilité du PMVS sont analysées dans Laroque
et Salanié (1992) et Mihoubi (1993).
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avec |p,|<1let|p,[<1

Les perturbations (ug,u,)sont supposées normalement et indépendamment

st

distribuées, et non corrélées entre elles.

Nous pouvons réécrire le modele, par récurrence, sous sa forme finale :
-1 -1
y§=p§y;0+HsZsz Xst—j-i-O'sz,OsJUst—j,
j=0 j=0

-1 =1
Yi=PhYio+0a Y pixa-j+oa) pila-j,

j=0 j=0
ye=min(ys, Yi)-

y, ety,, représentent les valeurs initiales respectivement de I'offre et de la
demande.

Sous cette forme, les parameétres liés au moment du premier ordre
(0,,0,,p,,p,) sont identifiables avec les trois méthodes du PMV. Les parametres

(c,,0,) ne sont identifiables qu'avec le PMV2, puisque seule cette méthode
d'estimation tient compte des moments de second ordre.

Simulation des deux premiers moments conditionnels

On effectue, a chaque période t, H tirages de perturbations auxiliaires

normales, centrées, réduites, indépendantes et non autocorrélées : u’ uﬁt . Ces

derniéres doivent étre conservées tout au long de la procédure d'optimisation de la

vraisemblance. Pour simplifier la présentation, nous supposons que les valeurs
initiales des variables latentes (y_ ,y;,) sont connues.

Pour un tirage h, h = 1,...,H, nous pouvons calculer (y:h,t’y:m,t) par simulation

dynamique :
Vi1 =PsYinrat+Xabs+osUsy,
Yint =04 Yin i1+ XtBa+0odug,,
avec :
y;h,ozysol
Yah,0= Ydo.

De la méme facon, nous définissons :
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_J1Si Yane>Yane
R“_{ Osinon

yh,t = yéh,t (1— R‘l,t)+ ygh,t Ryt,

Ainsi, nous obtenons les approximations des deux premiers moments:2 ;

H
E(yt /l(t’ y&)’ yaO!gsugdt ):ﬁhz: yh,t,
=1

]
E(YE/X, Vi Yot 0 Vi
=1

ou X = (X17"'7Xt)!gst = (usl""’ust) et Uy = (udl""’udt)'

Ces approximations serviront a entamer la procédure d'estimation par le PMV
telle qu'elle est décrite dans le cas canonique (les etapes 2,3 et 4).

IV.3- Application a I'emploi en déséquilibre et en présence de variables latentes
retardees.

L'exemple illustratif que nous allons présenter concerne le marché du travail
en France. Il est issu de Mihoubi (1994). Les données utilisées sont extraites de la
base de données trimestrielle couvrant la période 1946-1989, construite par
Laroque, Ralle, Salanié et Toujas-Bernate (1990) et portent sur I'ensemble de
I'économie. Seules les séries de taux d'utilisation des capacités de production et de
population active ne proviennent pas de cette base.

Le modele comprend quatre équations.
e Une équation d'offre de travail :
ALN (Lf}=a0ALn (L5, raALn (W (1-Tss)/Res JraeALn (W /Ry )

+aesALN (Ls,/Lia +auln (Ls_,/POR-2 J+asLn (W2 (1-Ts2)/ Ry
+asLn (Wr,—Re Jrar+ost,

e une équation de demande de travail :

ALn (L =oALn (LS, hALN Ki+eALn (WE(14+Te)/R)
+heALN (L, / Lia prouln (L, / Kez s Ln (W2, (14 Te 2 )/R-2)
+or+oam,

12|_a maximisation de la pseudo-log-vraisemblance requiert la connaissance des dérivées des deux premiers
moments par rapport aux parametres. Les approximations de ces dérivées par la méthode de Monte-Carlo
sont présentées dans l'article de Ben Jelili et Mihoubi (1992).
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e une équation d'emploi effectif :
Ln Le=Min(Ln(Ls)Ln(L9)};
e et une équation de salaire :

ALnW, = g ALnW_, +GALNP, +CALNP, +CALNP, +c,ALn (L/LY)
+CALN (L, / L) +6Ln (L, 1 Ly) + ¢ + 0,0,

avec L : I'activité salariée;
T, : le taux de cotisation salarié;
P : le prix du PIB;

P_: le prix de consommation;

W' : le salaire de réservation (celui-ci est approximeé par le ratio des
revenus non salariaux nets de I'épargne a la population active au sens
démographique);

W : le salaire horaire brut;

POP : I'activité potentielle (produit de la population active et du
nombre d'heures hebdomadaires travaillees);

K : le capital;
T, - le taux de cotisation employeur;
u,,V, et o, suivent une loi N(0,1).

Pour obtenir des valeurs initiales raisonnables des différents parametres, nous
avons estimé indépendamment les équations d'offre et de demande, par les
Moindres Carrés ordinaires (MCO), sur les sous-périodes ou chacun des deux
régimes semble a priori prédominer (de 1961 a 1973 pour I'équation d'offre, de
1975 a 1989 pour I'équation de demande).

Les résultats de I'estimation du modeéle sont :

e pour I'équation de demande :
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ALn (L9 }gﬁ):ml_n (L?_l)+1(.505)4ALn Ki-0.27ALn (W.(1+Te)/R)
+91.661;ALn(L9_1/Lt,1)-8.295Ln (Lg_Z/thzyg.geu(w,z.|_n(1+TE,,z)/R,2)
-0.57+0.0024w,

(7.6) (14.6)

e pour I'équation d'offre :

ALn (L§)=0(é:§)OALn (E,1F8.§2ALn (W2 (1-Ts)/Res }8.2}0ALn (Wr/R.)
+qé29)5ALn( s_llu_l)—(gz.glm(L§_2/POR_2)+0.(934Ln (W2 (1-Ts2)/R.2)
-o(.207§19(V\4r_2/Pa,2 )+o(é§)3+o.oozut,

(58)

e et pour I'équation de salaire :
_ . . . S d
ALNW, =0,74Ln (W /W,)+0,38ALNP, ~0.03ALNP,  ~0.08ALNP,  -0.16ALN (L/L7)

S d s d
+0L4ALN (17, /17,)-0,008Ln (L7, / Li',) +0,002+0.0038 o

(39.1)

Plusieurs enseignements originaux avec un modéle de déséquilibre peuvent
étre tirés .

D'une part, la demande de travail serait sensible aux variations des
rationnements passés (ALn (LS ,/L,,)). L'effet de reprot dynamique, dont
I'ampleur est voisine de 0.7, semble robuste aux spécifications du salaire de
réservation. En revanche, l'effet de report dynamique est sensiblement moins
robuste pour I'équation d'offre de travail (le signe et I'ampleure du coefficient lui
étant associé varient suivant la définition du salaire de réservation).

D'autre part, les salaires seraient sensibles a la fois aux déséquilibres présents
et passes. En outre, les variations et le niveau des desequilibres peseraient sur la
formation des salaires.

Enfin, la croissance des salaires est indexée unitairement sur la croissance du
prix de consommation a trés court terme (les termes d'inflation retardés sont en
général non significatifs)

La spécification peut gagner en réalisme en relachant [I'hypothése
d'homogénéité du marché agrégé du travail, ce qui revient a prendre en compte
I'agrégation de micro marchés en déséquilibre. On opte pour une modélisation de la
dispersion des micro marchés répondant au soucis de simplicité et permettant de
rendre compte d'une évolution tendancielle :
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T=71,+T1,t
Les résultats obtenus sont :

e pour I'équation de demande :

ALn(L¢ ):O(é%)GALn (L?_I}FO(.S%SALn Ki-0.15ALn (W(1+Te)/R)
+0.61ALN (Ley/ Ltfl)-((l)z.g4 Ln(L,/ thzy(cl)l.84 Ln (W2 (14+Te—)/R-2)
-0.37+0.0020w,

(11.3) (12.2)
e pour I'équation d'offre :

ALn (L?)zgazs):%ALn (Lts,lyg. 20ALn (W (1-Ts) /R yg.‘l 11ALn (W /R.)
+()(£)8ALn( 5_1/L1_1)—(92.%4Ln(L?_ZIPOR_2)+0.(936)3Ln (W2 (1-Ts2)/Re2)
-0,024Ln W,/ R }Fo(ésogro.oozsut,

(9:6)

1=0.027t+0.00

(118) (0.0)

e et pour I'équation de salaire :
= _ _ < d
ALNW, = 0.82ALNW +0,42ALNP, +0.02ALNP,  -0.22ALnP, , ~0.69ALN (L{/ L)

s d s d
+0,59ALn (L7, /11)-0.01Ln (L7, / L,) +0,001+0.0027 o,

(10.8)

L'hypothese de présence de micro marchés ne semble pas étre rejetée, sans
pour autant modifier fondamentalement les résultats obtenus précédemment.

Cet exemple illustre bien l'intérét de la méthode du PMV pour estimer un
modele de déséquilibre aussi complexe. Celui-ci, riche d'enseignements
économiques, combine a la fois la présence de micro marchés (un probléeme
d'agrégation) et de variables endogénes (observées et latentes) retardées (analyse
des comportements inter-temporels).
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Annexe 1: Définitions et propriétés des estimateurs du PMV

A- Les hypotheses de White :

H1 : Les variables aléatoires u; ,t = 1,...,T, sont indépendamment distribuées et
suivent une méme loi fy ;

H2 : I'ensemble des paramétres ® est compact ;

H3 : f est mesurable et continue quelque soit les valeurs de 6 € ®. En plus f est
intégrable par rapport a la vraie loi.

H4 : E(fy(w)) existe et |[Ln(f (u, 9)|< g(u,),V0e0O, avec g une fonction intégrable

par rapport a la vraie distribution de u ;

H5 : l'information de Kullback posséde un minimum unique en 6 = 6™,

I
o

. f est différentiable par rapporta 6 € ©;

|I
=3

: f est deux fois continuement différentiable par rapporta 6 € ©;

%

: (i) 0" est un point intérieur de ©;

(i) la matrice J(éjzlég[%} existe et est inversible ;

(iii) la matrice I(A)=EE d_ng‘(gu,@)_d_n(af(gu,é))} n'est pas singuliére.

B- Les propriétés des familles des lois exponentielles linéaires et quadratiques
1- Famille de lois exponentielles linéaires

Gouriéroux, Monfort et Trognon (1984) détaillent quatre propriétés de ces
familles :

oA (m) 8C(m)

Propriété 1 : =0;
om om
Propriété 2 : &A(m) zé’ Co(m) o‘Cd(Tr1n):O ol C, et m, sont respectivement la

geme composante de C et m;
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Propriété 3 : %:24 ou X est la matrice de variance-covariance associée a

f(y,m). Cest une matrice définie positive de dimension G.

Propriété 4 : A(m)+C(m)m<A(n)+C(m)nm, Ym,meM .
2- Les familles exponentielles quadratiques

Une famille de mesure de probabilité sur %® indicée par un paramétre
meM c R et Z(GxG) (une matrice carrée définie positive) appartenant a un sous
ensemble E des matrices définies positives est appelée famille exponentielle linéaire
Sl :

e chaque élément de la famille a une fonction de densité par rapport a une

mesure donnée et si cette fonction peut étre écrite comme
fy,mZ)=exp{A(MZ)+B(y)+C(mI)y+yDMmI)y}, y e®® ol A(mX) et B(y) sont des

scalaires, C(m,X) est un vecteur ligne de dimension G et D(m,X) représente une
matrice carrée (G,G);

e m et X désignent respectivement la moyenne et la matrice de variance-
covariance des aléas dont la distribution est f(y,m,X).

Propriéte 5 :
A(m,X)+C(m,Z)m, +trD(m,X)(Z, + mym,) < A(m,,%,) +C(m,,Z,)m, + trD(m,,2)(Z, + m,m,),
vm,m, eMet VX, 2, €E.
Propriété 6 : Pour o’ = (m,X), nous vérifions :
o Eo(y)=|yi(y.mZ)vdy=m;

e Eo(y2)= I y2 fly,mZ)vdy=nr+X;

oY) A D
* _é’amé’a(m+z)+0”am'

Eoly2) _ oA Ly Dy ot mi=Es(y)). =
* — _ﬁa(mz+2)+&ams+&am4 ou mj=Eo(yj), j=3,4.

C- Les expressions des matrices | et J pour PMV?2
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| =EXEO[dnf(y, m(x,6b), g(X,00) ALnf(y,m(x,6),g(X,00) }

P P
_g| x| g D :
- B[%(é,_a i ,—F%G’%}H%,o—ao
avec:

F= 2 MmO+ S (e )+ () + S me(x.0),
G=%(m(x,6b+g(x,a)) = %me(x,@ : £ mu(x,6).

22L.nf(y,m(x,6),9(X,00))
J= ExE0|: %D }

da( G:A . 6:C 52D
=5 [ ﬁg ol cador i @Hr [mz(x el O-)])%L P

ol m3(x,0) et m4(x,0) représentent respectivement les moments d'ordre 3 et 4, p'=(0,
o) et a'=(m(x,0),9(x,0)).
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Annexe 2: Les méthodes traditionnelles d*estimation et I'agrégation de micro
marchés en déséquilibre

A- Estimation par le Maximum de vraisemblance du modéle canonique de
déséquilibre

Rappelons briévement le principe du calcul de la vraisemblance dans le cadre
du modele canonique de déséquilibre. La densité de la transaction réalisée y, a la

date t est définie par :
h(y) = F(Y /Yo 2 V) Priye 2 Vo) + (Y /Yo <Yo) Pr(Yy <VYa),

ou f, est la densité conditionnelle de la transaction réalisée sachant qu'on se situe
dans un régime d'offre (y,, >y.) ou dans un régime de demande (y;, <Y,). Cette
densité est pondérée par la probabilité Pr(.)d'étre dans un des deux régimes.

Si g,(y,,Yy) et g.(y,.Y, Y, >Y,) désignent respectivement la densité jointe
et la densité jointe conditionnelle de y, , alors :

RO Ve ya)=] GOk Yalyazya)dy,

[REIALY
Pr(ya=>Yys)

De la méme facon, on définit :

! Yar<ya)= G yalYa<ya)dya,

[, o ya)dlys
Pr(yz<ys)

Nous pouvons alors réecrire la densité de v, :
hey)=], "oy y)dys [ ar(yz, )y,

ou Yy, désigne la réalisation de v, .

Sous I'hypothése d'indépendance des y, , la vraisemblance (L) du modele est
égale au produit des vraisemblances de chaque période, d'ou :
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.
L=] [h(y) avec h=h sitt.
t=1

Lorsque les aléas sont normaux et indépendants, la densité de y, s'‘écrit sous

h(y{)=é(p(y{;);dt9d s yt\ 1 {yt wsj@(m&j j

ou @ et ¢ sont respectivement la fonction de répartition et la densité de la loi
normale centrée et réduite.

la forme :

Les conditions nécessaires a la maximisation de la vraisemblance (ou de la
log-vraisemblance) du modéle canonique conduisent & un systeme fortement non
linéaire par rapport aux parameétres inconnus. Le recours a des méthodes itératives
de résolution est donc necessaire : a partir de valeurs initiales convenablement
choisies pour les paramétres, l'algorithme d'optimisation évalue a chaque itération la
fonction de vraisemblance. Les expressions analytiques des dérivees premiéres et
secondes permettent de converger plus ou moins rapidement vers la solution qui
maximise la fonction de vraisemblance.

L'estimateur du maximum de vraisemblance est convergent et
asymptotiquement normal, mais malheureusement, ses propriétés numeriques sont
tres mauvaises. En effet plusieurs types d'extrema fallacieux sont envisageables :

e Si I'un (ou les deux) des écarts-type (o,, i=d,s) tend vers zéro, la
vraisemblance n'est plus bornée et tend alors vers linfini. L'algorithme
d'optimisation semble converger, mais vers une valeur nulle de I'écart-type. Hartley
et Mallela (1977) montrent, cependant, que les estimateurs du maximum de
vraisemblance sont convergents si le vecteur des parameétres vrais est choisi a

I'intérieur d'un sous-espace compact de I'ensemble de tous les parametres possibles,
ce sous-espace ne comprenant pas les régions ou o, =0 et/ou o, = 0.

e L'un des deux régimes (exces d'offre, exceés de demande) est affecté d'une
probabilité d'apparition nulle sur I'ensemble de I'échantillon. Une telle situation
provient, généralement, d'un nombre d'observations insuffisant pour observer
I'ensemble des régimes ou d'une mauvaise spécification du régime non observé.

e Une difficulté supplémentaire peut surgir dans le cas ou les aléas des
équations d'offre et de demande sont corrélés. Il s'agit de la possibilité de
convergence de l'algorithme d'optimisation en un point ou le coefficient de
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corrélation est de module unitaire, c'est-a-dire en un point ou la fonction de
vraisemblance n'est pas définie (Goldfeld et Quandt (1978)).

B- Déséquilibre et agrégation de micro marchés

Le modéle canonique de déséquilibre présente des limites liées a sa nature
dichotomique. L'une des critiques majeures que I'on peut adresser a I'endroit de ce
type de modeéles au niveau agrégé concerne I'hypothése trop forte du passage de
I'économie dans son ensemble d'un régime (d'excés d'offre) a un autre (excés de
demande). Cette hypothese apparait comme peu vraisemblable des lors qu'on
reconnait I'existence d'hétérogénéité caracterisant I'économie.

L'analyse des déséquilibres en présence de micro marchés permet de relacher
cette hypothese et de tenir compte de la simultanéité des demandes excédentaires et
des offres excédentaires.

On considere alors un ensemble de micro marchés qui ne sont pas forcément
affectés du méme desequilibre, le micro marché pouvant se définir comme l'entité
élémentaire ou l'ensemble des intervenants se rencontrent et ou sont échangés des
liens homogenes. On suppose que I'économie consiste en un nombre élevé N de
marché élémentaires (micro marchés), indicés par i (i = 1,...,N), pour lesquels les
variables exogenes et les paramétres sont identiques, mais qui sont affectés, en plus
des aléas macro-économiques (ug et ug), par des aléas locaux ou aléas spatiaux (
Vit et Vgi) Spécifiques a chacun des micro marchés. Les aleéas locaux sont
indépendants entre eux et indépendants des aléas macro-économiques. Sous ces
conditions, le modéle canonique de déséquilibre décrivant la transaction réalisée sur
le marché i a la période t s'écrit :

Vi =XstOs+0OsUst+TsVit,

Yiii=Xat0d +odUdat+7dVdt, et {t=1,...,N ]
i =1,..,T

yir=min(Yzu Ye),

Le modele agrégé est donné par I'espérance, par rapport aux aléas locaux, des
quantités échangées sur les micro marchés :

yi=E( it/ Xet, Xat,Ust, Ut ) .

Le passage de l'observation élémentaire a I'entité agrégée se traduit par le
choix d'une procédure d'agrégation que doit respecter les distributions empiriques
observees sur les unités élémentaires.
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Les travaux fondateurs de Muellbauer (1978) sur la technique d'agrégation
par intégration permettent de dériver les fondements communs a I'ensemble des
modeles d'agrégation.

L'agrégation par intégration (par ailleurs développée par Kooiman et Kloeck
(1979)) est fondée sur l'analyse de la situation des micro marchés a partir de celle
observée sur les marchés agréges. On suppose alors que le nombre de micro
marches est trés grand et que la taille de chaque micro-marché est suffisamment
faible. Ainsi I'absence d'information quant au nombre de marchés élémentaires est
comblée par I'hypothése d'un continuum de micro marchés. Grace a cette hypothese,
la loi discrete suivie par les micro-offres et les micro-demandes peut étre approchée
par une distribution continue. le choix de la fonction de densité jointe s'avére crucial
et c'est dailleurs en partie autour de ce choix que se distinguent les différentes
méthodes d'agrégation. Ainsi les approches de Lambert et de Kooiman-Kloeck se
distinguent essentiellement par les approximations conduisant a la transaction
agrégée.

Lambert montre, qu'a la suite d'une série d'approximations!3 et moyennant
des hypotheses sur la distribution des aléas!4, on aboutit a une forme CES de la
transaction agrégée :

B)  y={0ats) o+ (xaba)-,) "

Le paramétre p est inversement proportionnel a l'indicateur de dispersion
mesurant le déséquilibre entre I'offre et la demande sur les micro marchés (cet
indicateur dépend des aléas locaux tg et 14 ). Cela distingue fondamentalement
cette approche de celle de Ginsburgh, Tishler et Zang ou I'approximation CES est
totalement ad hoc.

L'approche de Lambert intégre I'existence du déséquilibre au niveau micro-
économique. Elle est simple a appliquer:s. Toutefois, elle repose sur des hypothéses
assez fortes qui limitent sa portée. En outre, l'utilisation de données auxiliaires
(données d'enquétes) pour calculer le paramétre p (ce qui rend la procédure

131_es diverses approximations et hypothéses sont explicitées en annexe de la thése de Lambert (1984).

14 'auteur retient I'hypothése d'une distribution log-normale jointe de la demande et de I'offre sur les
micro-marchés.

15Comme le paramétre p est directement relié a la proportion de micro-marchés en régime d'offre ou en
régime de demande, on peut le calculer dés lors qu'un indicateur de cette proportion (on pense plus
particulierement aux données d'enquétes) est disponible.
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d'estimation encore plus simple) peuvent introduire des biais dans les estimations
des parameétres?s.

Dans le cas de l'approche développée par Kooiman-Kloek, la dérivation
entraine I'écriture de la transaction agrégée sous la forme d'une moyenne pondérée
de I'offre et de la demande augmentée d'un terme de friction.

16v/0ir & ce sujet Kooiman (1984,1986).
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