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0- INTRODUCTION 

 Dans certains cas, les modèles économétriques conduisent à des expressions 
complexes de la distribution conditionnelle des variables endogènes. Les fonctions 
de vraisemblance qui leur sont associées sont difficilement manipulables, voire 
intraitables : ll devient difficile d'estimer les paramètres d'intérêt de ces modèles. 
Les exemples de telles situations sont nombreux et couvrent plusieurs domaines de 
l'économie : les modèles de choix discrets avec plusieurs alternatives, les modèles 
de déséquilibre en présence d'une dynamique sur les variables latentes, les modèles 
de recherche d'emploi, les modèles non-linéaires avec des coefficients aléatoires, les 
modèles non-linéaires avec anticipation rationnelle, les modèles en temps continu 
avec volatilité stochastique, etc. Pour contourner ces difficultés, on peut approximer 
la fonction de vraisemblance du modèle considéré, ou bien approximer le modèle 
lui-même et maximiser la fonction de vraisemblance qui lui est associée1. Cette 
dernière solution est adoptée par la procédure du Pseudo-Maximum de 
Vraisemblance (PMV). 

 Les méthodes semi-paramétriques du PMV développées par White (1982), 
Burguete, Gallant et Suza (1982) et Gouriéroux, Monfort et Trognon (1984), 
combinées avec celles du PMV Simulé (PMVS) présentées par Laroque et Salanié 
(1989,1992), permettent d'apporter une plus grande souplesse dans la représentation 
de la réalité. La solution adoptée consiste alors à ne pas spécifier complètement la 
structure paramétrique du modèle considéré, ce qui justifie le qualificatif "semi-
paramétrique"2 associé à ces méthodes d'estimation. Ces méthodes reposent sur 
l'information contenue dans les moments du premier et du second ordre de la 
variable endogène. Pourtant, dans certains cas, les expressions analytiques de ces 
moments ne sont pas explicites. Le recours à des simulations stochastiques permet 
alors une approximation empirique de ceux-ci, tout en conservant les bonnes 
propriétés de convergence et d'efficacité des estimateurs ainsi obtenus. La maîtrise 
grandissante des procédures d'estimation par simulation élargit en conséquence le 
domaine d'application du PMV. 

 Cette note méthodologique a pour but d'expliciter, à travers un exemple 
concret, la mise en oeuvre de la procédure d'estimation par le PMV et par le PMV 

                                              
1Voir à ce sujet le numéro spécial de Journal of Applied Econometrics, Volume 8, Décembre 1993. 
2Méthode qui ne porte pas nécessairement sur l'ensemble des paramètres régissant les observations. 
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Simulé3. Les modèles de déséquilibre, par essence non linéaires, permettent en effet 
d'illustrer l'utilité de cette procédure. 

 Après avoir introduit quelques éléments de définitions (section 1), nous 
présenterons, dans une deuxième section, le principe général du PMV. La version 
simulée du PMV sera ensuite examinée (section 3). La dernière partie concerne 
l'adaptation de cette procédure d'estimation aux modèles de déséquilibre, en général, 
et à un modèle de déséquilibre sur le marché du travail en particulier. 

 

I- NOTATIONS ET DEFINITIONS 

 Pseudo-modèle et identifiabilité au premier et au second ordre 

 D'une façon générale, un modèle économétrique peut être exprimé sous la 
forme : 

),,( ttt uxy θφ=  

 On souhaite expliquer pour chaque observation t, t = 1,...,T, les valeurs prises 
par un vecteur yt , de dimension G, de variables endogènes observables en fonction, 
d'un vecteur xt de variables exogènes, de dimension K, et d'un vecteur d'erreur ut, 
de dimension G : 

 Il est parfois plus facile de calculer les premiers moments de la variable 
endogène observable yt, que d'inverser la forme réduite du modèle4. Dans ce cas, la 
liaison entre yt et xt n'est modélisée que par l'intermédiaire de la seule moyenne 
conditionnelle de yt sachant  xt. On définit ainsi le pseudo-modèle suivant :  

         ).,(),/(   ,),( θθθ tttttt xmxyEavecuxmy ≡+=  

 Le pseudo-modèle est dit spécifié au premier ordre si la liaison entre yt et xt 
n'est décrite que par l'espérance conditionnelle m(xt,θ). La connaissance de θ rend 
donc complètement compte de l'espérance de yt sachant xt. 

 θ est dit identifiable au premier ordre si pour toute valeur θ0 : 

                                              

,

3On ne s'attardera pas sur les détails techniques qui ont été présentés extensivement par ailleurs (voir les 
références bibliographiques) 

4L'estimation de ce modèle par le maximum de vraisemblance (MV) nécessite la réécriture du modèle en 
exprimant les résidus en fonction des variables (y t ) et des paramètres θ.  xt
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.),(),( 00 θθθθ =⇒= tt xmxm  

 Le pseudo-modèle est spécifié jusqu'au second ordre si, en plus de 
l'espérance, la variance conditionnelle de yt sachant xt, V(yt /xt), permet de décrire 
la liaison entre yt et xt. La variance conditionnelle est alors connue et dépend des 
paramètres d'intérêt5 identifiables au premier ordre et d'autres paramètres 
(paramètres de nuisance) liés aux moments du second ordre, que nous noterons σ. 
Le pseudo modèle est spécifié comme suit : 

).,,(),/(
),,(),/(

,),(

σθθ
θθ

θ

ttt

ttt

ttt

xgxyV
xmxyE

uxmy

=
≡
+=

 

(θ,σ) est identifiable au second ordre si pour toute valeur (θ0,σ0) : 

0
0

00

0

),,(),,(
),(),(
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σθσθ
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=
=⇒=

=
tt

tt
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II- PRESENTATION GENERALE DU PMV 

 Soit le pseudo modèle défini à la section précédente : 

,),( ttt uxmy += θ  

où les termes d'erreur ut , t = 1,...,T, sont distribués identiquement et 
indépendamment, et sont indépendants des variables exogènes xt. 

 Si la vraie distribution de probabilité f0 de ut est connue, nous pouvons alors 
appliquer la méthode du maximum de vraisemblance pour estimer les paramètres θ. 
La log-vraisemblance, Ln(L0(θ)), à maximiser est alors de la forme : 

( )[ ].),(( 1                 

)),((1))((

1
0

1
00

∑

∑

=

=

−=

=

T

t
tt

t
T

t

xmyfLnT

ufLnTLLn

θ

θ
 

où L0 est la fonction de vraisemblance associée à la vraie distribution f .  0

                                              
5Paramètres interprétables économiquement. 
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L'estimateur du maximum de vraisemblance θ  vérifie alors la condition de premier 
ordre suivante : 

.0ˆ
))ˆ(( 0 =

θ∂
θ∂ LLn  

On démontre, dans ce cas, que les estimateurs θ  sont convergents et 
asymptotiquement normaux. 

 Cependant, dans le cas général, la vraie distribution de probabilité est 
inconnue. La méthode du PMV consiste alors à maximiser la vraisemblance, pour 
une distribution de probabilité donnée f, différente de f0, établie à partir d'une 
connaissance partielle de cette vraie distribution f0. On s'intéresse donc aux 
estimateurs du maximum de vraisemblance calculés en faisant une hypothèse fictive 
sur la loi des perturbations, d'où le qualificatif pseudo (ou quasi). 

 L'étude des propriétés du PMV revient à l'analyse du maximum de 
vraisemblance en présence d'une erreur de spécification sur la loi des erreurs. La 
pseudo-log-vraisemblance est alors de la forme : 

( )[ ].),( 1                 

)),((1))((

1

1

∑

∑

=

=

−=

=

T

t
tt

t
T

t

xmyfLnT

ufLnTLLn

θ

θ
 

L'estimateur du PMV , θ , vérifie la condition : 

.0~
))~(( =

θ∂
θ∂ LLn  

II.1- Information discriminante de Kullback et convergence du PMV : Analyse 
de White (1982) 

 En présence d'une erreur de spécification sur la loi de distribution des erreurs, 
il est intéressant de chercher la loi f la plus proche de f0, de manière à pouvoir 
évaluer cette erreur en comparant f0 à f. Il faut pour cela disposer d'une mesure de 
proximité (appelée aussi contraste) entre lois de probabilités. 

 Etant données f0(x,y), la vraie loi des variables exogènes et des variables 
endogènes, et f(x, y, θ) la pseudo-densité du couple (y,x); on appelle contraste au 
sens de Kullback entre f et f0 la quantité suivante : 
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où F0 désigne la vraie fonction de distribution, E représente l'espérance par rapport 
à la vraie distribution conditionnelle de y sachant x, et E correspond à l'espérance 

par rapport à la vraie loi marginale de x. 

0

x

 I(.) est aussi appelée information discriminante au sens de Kullback. 

 Sous des hypothèses générales (Annexe 1), White (1982) montre que les 
estimateurs du PMV convergent, presque sûrement, vers les paramètres qui 
minimisent l'information discriminante de Kullback. En d'autres termes, les 
estimateurs du PMV minimisent la "distance"6 entre le modèle f(y-m(x,θ)) et la 
réalité f0(y-m(x,θ)). 

 Si f(u,θ) = f0 (u) , alors le minimum de l'information de Kullback est atteint 
pour θ* = θ0. L'estimateur du PMV, θT , n'est autre que l'estimateur du maximum de 
vraisemblance. 

 L'estimateur du PMV est normalement distribué  
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L'estimateur convergent de la matrice de variance-covariance des paramètres est la 
matrice CT T( )θ

                                             

, où les espérances sont remplacées par les moyennes empiriques. 

 
6Il ne s'agit pas d'une distance au sens classique du terme, puisque les conditions de symétrie et d'inégalité 

triangulaire ne sont pas satisfaites. 
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Rappelons que θT est l'estimateur du PMV et θ*

*

 le minimum unique de 
l'information de Kullback. 

 Toutefois, si les hypothèses sur la distribution suivie par les erreurs sont 
inadéquates ou si le modèle n'est pas correctement paramétré, alors  peut ne pas 
coïncider avec la vraie valeur des paramètres. Ce qui signifie, 

θ
qu'en règle générale, 

l'estimateur du PMV n'est pas convergent. 

 C'est principalement à ce niveau qu'interviennent les apports de Gouriéroux, 
Monfort et Trognon (1984). Les auteurs définissent en effet, les conditions sur la 
famille des pseudo-lois pour que les estimateurs du PMV ne perdent pas certaines 
de leurs propriétés comme la convergence ou l'efficacité asymptotique. 

II.2- L'apport de Gouriéroux, Monfort et Trognon (1984) 

 Les auteurs montrent qu'une condition nécessaire et suffisante de 
convergence des estimateurs du PMV est que la loi des variables endogènes du 
pseudo-modèle appartienne à une famille exponentielle linéaire ou quadratique 
selon l'ordre d'identifiabilité du modèle. 

 A- Pseudo-Maximum de Vraisemblance d'ordre un (PMV1) 

 On se place d'abord dans le cas où le modèle est connu au premier ordre 
seulement. On retient donc l'écriture suivante avec une variance conditionnelle de y 
sachant x, Ω , inconnue : 0 ( )xt

         )(x)/xV(y      
),,()/(  

,),(

t0tt

0

0

Ω=
≡

+=

et
xmxyEavec

uxmy
ttt

ttt

θ
θ

 

 Sous les hypothèses H1 à H7 (annexe 1), il existe une condition nécessaire et 
suffisante sur la famille des lois conditionnelles de yt sachant xt qui assure la 
convergence de l'estimateur du PMV1 vers la vraie valeur, quelle que soit la loi 
sous-jacente : 

 

 L'estimateur θT du PMV1 , solution du problème : 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∑

=

T

t
tt xmyfLnT 1

),(, 1max θ
θ

, 
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est convergent si et seulement si la distribution retenue appartient à une famille 
exponentielle linéaire, c'est-à-dire une famille de lois dont la densité s'écrit sous la 
forme : 

[ ]; )),(()()),((exp)),(,( tttttt yxmCyBxmAxmyf θθθ ++=  

où A( ),( θtxm ) et B(y ) représentent des scalaires et C(t ),( θtxm ) un vecteur ligne de 
dimension G.  

 On remarque que les contraintes associées aux variables endogènes (B(y )) 
sont indépendantes des paramètres (θ). Il en résulte que le critère à maximiser peut 
être réécrit :  

t

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +∑

=

T

t
ttt yxmCxmAT 1

)),(()),((1max θθ
θ

 

 De nombreuses distributions, couramment utilisées en économétrie, 
appartiennent à la famille de lois exponentielles linéaires : les distributions de 
poisson, binomiale, binomiale négative, de gamma, multinomiale, normale.  

 Ainsi, pour une loi normale unidimensionnelle, on peut écrire : 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

2),(
2
1exp

2
1)),(,( σ

θ
πσ

θ t
t

xmyxmyf  pour σ donné. 

Cette densité peut se réecrire : 
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et l'on posera :  
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t
t

t
t

t
xmxmCyyBxmLnxmA =−=−−= . 

 Un modèle simple à équations simultanées permet d'illustrer le principe du 
PMV1. Soit le système : 

⎩⎨
⎧
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++=

tttt

tttt
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uxyy

,2,22,12,2

,1,11,21,1

βα
βα . 

avec   ),(,)',,,(,)',(,)',( ,2,12121,2,1,2,1 ttttttttt xxxuuuyyy ==== ββααθ et ℑ le jacobien de la 
transformée de y u  : tt en ( )12

1
α
1 α
−

−ℑ= . 
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 Sous l'hypothèse d'une matrice de variance-covariance Ω  connue et 
indépendante des paramètres θ, la log-vraisemblance du modèle prend la forme 
suivante: 

0

( ) ( )( ) tt uuLnLnLn 1
0'0 2
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1)2( −Ω−ℑ+Ω−− π . 
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⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+=

tt

tt
tt xy

xyxyH
,22,12

,11,21),,( βα
βαθ H y xt t t t= − ( , ,θ) et on obtient : 

( ) ( ) ( )( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Ω=
Ω′−=

Ω−ℑ+Ω−−=

−

−

−

1
0

1
0

1
00

),,('),,(
2
1)(

),,(),,('2
1det)det(2

1)2(),,(

θθ

θθπθ

tttt

ttt

tttttt

xyHxyHC
yyyB

xyHxyHLnLnLnxyHA
 

 On peut réécrire ce système sous une forme équivalente : 

( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Σ=
Σ′−=

Σ−Σ−−=

−

−

−

1
0

1
0

1
00

),('),(
2
1)(

),(),('2
1)det(2

1)2(),(

θθ

θθπθ

tt

ttt

ttt

xmxmC
yyyB

xmxmLnLnxmA

 

où 
⎟
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xm  soit encore ( )θ,/ tt xyE  et Σ Ω0

1
0

1= ℑ ℑ− −' , qui est la matrice 

de variance-covariance des endogènes. 

 On retrouve le résultat selon lequel le PMV1 revient à maximiser le critère 
suivant : 

( ) ( ) ttt yxmCxmA ),(),( θθ +  , 

lequel critère ne fait plus intervenir le jacobien ℑ de la transformée. Celui-ci est 
directement incorporé dans l'évaluation des moments de la variable endogène. 

 Bien entendu cet exemple n'a qu'un but illustratif : le transfert du jacobien de 
la vraisemblance vers les moments de la variable endogène n'apporte pas de 
simplifications notables. En revanche, pour certains modèles fortement non-
linéaires, une telle démarche peut être cruciale pour obtenir une expression 
manipulable de la vraisemblance. 

Remarque : L'estimateur des moindres carrés non-linéaires correspond à un cas 
particulier du PMV1. 

10 



 

 

Encadré 1 : Normalité asymptotique de l'estimateur du PMV1 

L'estimateur du PMV1 associé à la famille exponentielle linéaire est 
asymptotiquement normal : 

→ ),0()~( 110 −−− IJJNT dT θθ  
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 avec : 

 ),()( θθ xmyu −=  

 

 L'utilisation de la famille exponentielle linéaire simplifie sensiblement 
l'expression des matrices J (matrice d'information de Fisher) et I (produit du vecteur 
du score). Ainsi, on peut exprimer J et I comme suit : 
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Ω0  est la matrice de variance-covariance conditionnelle de y sachant x pour la vraie 
distribution. 

 Les estimateurs convergents de J et I sont respectivement : 
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 B- Le PMV Quasi Généralisé (PMVQG) 

 Pour un modèle identifié jusqu'au second ordre, on peut tirer profit de 
l'information supplémentaire contenue dans la variance conditionnelle, 

),,()/( σθttt xgxyV =  (supposée connue de l'expérimentateur), pour estimer de manière 
plus précise le paramètre d'intérêt θ. Dans ce cas, les familles exponentielles 
linéaires sont paramétrées à la fois par le vecteur des coefficients liés au moment du 
premier ordre (θ) et par celui lié aux paramètres identifiables au second ordre (les 
paramètres de nuisance µ). Le vecteur µ est fonction des moments du premier et du 
second ordre :  

)).,,(),,(( σθθµ xgxmh=  

Pour m(x,θ) donné, la relation entre µ et g(x,θ,σ) est bijective. 

La méthode du PMVQG procède en deux étapes : 

 • Obtenir, dans un premier temps, des estimateurs convergents σ  et θ  de σ et 
θ qui permettent de construire un estimateur convergent du paramètre de nuisance µ 
= h(m(x, θ ),g(x,θ ,σ )); 

 • construire la matrice de variances-covariances V(yt/xt) et estimer les 
paramètres identifiables au premier ordre θ. 

Remarque : L'estimateur du PMVQG résulte de l'adaptation de la technique des 
moindres carrés quasi-généralisés en deux étapes au cas du pseudo-maximum de 
vraisemblance (Trognon (1987)). 

 Soient σ  et θ  deux estimateurs fortement convergents de σ0 et θ0 et tels que 
)

~~( 0θθ −TT  et )
~~( 0σσ −TT  sont bornés en probabilité. L'estimateur θT de θ du 

PMVQG, obtenu en maximisant le critère : 

∑
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛T

t
TTtTttt xgxmhxmyfLn

1
)~~,

~~,(),
~~,(),,(, σθθθ  

est fortement convergent et est le meilleur estimateur asymptotiquement normal du 
PMV pour une famille exponentielle linéaire : 
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→ . ),(),(où    ),0()~(
'

01
0

'0
01

00 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω=− −−

∂θ
θ∂

∂θ
θ∂κκθθ xmxmENT xdT  

Gouriéroux, Monfort et Trognon montrent que l'estimateur du PMVQG est 
asymptotiquement plus efficace que l'estimateur du PMV1. 

 Les auteurs montrent par ailleurs, que si θ et σ sont fonctionnellement 
indépendants et sous des hypothèses de régularité, alors l'estimateur θ  du PMVQG 
de θ0 est asymptotiquement équivalent à l'estimateur du MV, solution du problème : 

T

.),,,(1max
1

0
, ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∑

=

T

t
tt xyLnfT σθ

σθ
 

 C- Le PMV d'ordre deux (PMV2) 

 Pour un modèle identifiable au second ordre, les paramètres d'intérêt (θ) et de 
nuisance (σ) peuvent être estimés simultanément par la méthode du PMV2. 

 Sous les hypothèses H1 à H7 (annexe 1), l'estimateur ( , )θ σT T  du PMV2, 
solution du problème : 

 ( ) ,),(),,(,( 1max
1, ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∑

=

T

t
ttt xgxmyfLnT σθ

σθ
 

est un estimateur fortement convergent de la vraie valeur des paramètres ( , )θ σ0 0  si 
la famille de loi conditionnelle appartient à une famille exponentielle quadratique, 
c'est-à-dire une famille dont la densité s'écrit sous la forme : 

( ) ( ) ( ) ( ){ },),(),,(),(),,(),(),,(exp   
)),(),,(,(

'
tttttttttt

tt

yxgxmDyyxgxmCyBxgxmA
xgxmyf

σθσθσθ
σθ

+++
=  

où ( ),(),,( )σθ tt xgxmD  est une matrice carrée de dimension GxG. 

 

 Comme pour l'estimateur du PMV1, l'estimateur du PMV2 est 
asymptotiquement normal : 

( ) → ( )( ).,0
0~

~
11

0
0

−−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ IJJNdT

T
T

σ
θ

σ
θ  

Cependant, les expressions des matrices I et J sont sensiblement plus compliquées 
(voir annexe 1) . 
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 Telles que l'on vient de les présenter, les méthodes du PMV reposent sur la 
connaissance exacte de la forme fonctionnelle du premier moment conditionnel 
(pour PMV1 et PMVQG) ou des deux premiers moments conditionnels de la 
variable endogène (pour PMV2). Si ces méthodes simplifient notablement 
l'expression de la vraisemblance à maximiser, elles n'affranchissent pas 
l'économètre du calcul de l'expression des deux premiers moments. Or pour certains 
modèles économétriques, le calcul effectif de ces moments est très difficile, voire 
impossible. Laroque et Salanié (1989) proposent alors d'utiliser des simulations 
stochastiques pour approximer empiriquement les espérances et les variances non 
calculables. Ils présentent ainsi une version simulée du PMV. 

III- PRESENTATION DE LA VERSION SIMULEE DU PMV  

 III.1- Bref rappel historique des méthodes simulées 

 Traditionnellement, les méthodes de simulation sont largement utilisées pour 
évaluer empiriquement les propriétés d'une méthode d'estimation, ou d'une 
procédure de test : étudier le biais et l'erreur quadratique moyenne d'un estimateur 
ou le niveau et la puissance d'un test statistique, calculer des prévisions sans biais 
dans le cas des modèles non linéaires, ou approximer des résidus latents dans les 
modèles à variables qualitatives. 

 Au cours des dix dernières années, plusieurs auteurs ont proposé une 
méthodologie d'estimation par simulation. Cette méthodologie permet d'approximer 
des intégrales multiples apparaissant dans des fonctions objectifs (fonctions de 
vraisemblance) ou de passer outre à l'absence de forme analytique de la fonction de 
vraisemblance. Lerman et Manski (1981) ont été les premiers à suggérer de 
remplacer des probabilités analytiques nécessaires au calcul de la fonction de 
vraisemblance du modèle probit multinomial par des fréquences empiriques 
simulées. Le développement remarquable des moyens de calcul informatique durant 
les années quatre-vingts a permis de fructifier et de généraliser les suggestions de 
Lerman et Manski. L'article de Pakes (1986) constitue la première application dans 
ce domaine. 

 L'utilisation et la généralisation des méthodes d'estimation par simulation a 
depuis évolué rapidement7 (McFadden (1989), Pakes et Pollard (1989), 
Hajivassiliou et McFadden (1989), Duffie et Singleton (1989), Laroque et Salanié 

                                              
7Voir le numéro spécial du Journal of Applied Econometrics, Décembre 1993. 
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(1989,1990,1992), Gouriéroux et Monfort (1991), Danielson et Richard (1992), 
etc.). 
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III.2- Le Pseudo-Maximum de Vraisemblance Simulé (PMVS) 

 Les méthodes du PMV reposent sur l'information contenue dans les moments 
du premier et du second ordre de la variable endogène. Ces moments peuvent être 
calculés de manière analytique; ils peuvent aussi être calculés numériquement par 
une méthode de simulation ou méthode de Monte-carlo. 

 Un modèle économétrique non linéaire peut en toute généralité s'écrire sous 
sa forme réduite suivante : 

 ).,,( ttt uxy θφ=   

En pratique, les simulations stochastiques sont réalisées en remplaçant le vecteur 
des erreurs u  par un vecteur u , h = 1,..., H, de variables aléatoires tirées dans la 
loi des u  d'espérance nulle et de variance égale à Ω. L'indice h représente le hième 
tirage parmi H. 

t t h,

t

 Pour chaque tirage h, on peut donc résoudre le modèle φ θ( , , ,x ut t )h  pour des 
valeurs données de x . t  et θ

 A partir de φ θ( , , ,x ut t )h  on peut calculer des estimateurs de l'espérance et de 
la variance conditionnelle de y sachant xt et θ 8: 

),,(),(               

),,(1),(
1

,

uxExm

uxHxm

tut

H

h
thttH

θφθ

θφθ

=≈

= ∑
=  

et 

( )
).,,(),,(                   

),(),,(1
1),,(

1

2
,

σθφσθ

θθφσθ

tut

H

h
tHhtttH

xVxg

xmuxHxg

=≈

−−= ∑
=  

Ces estimateurs ne sont autres que la moyenne empirique (pour l'espérance) et la 
variance empirique (pour la variance). 

 L'estimateur du PMVS (du premier et du second ordre), θTH, résulte alors de 
la maximisation (par rapport à θ pour une méthode d'ordre un, et par rapport à θ et 
σ pour une méthode d'ordre deux) de la pseudo-log-vraisemblance simulée suivante 
: 

                                              
8Il résulte de la loi des grands nombres que, si H est grand, la moyenne et la variance empiriques sont peu 

différentes respectivement de l'espérance et de la variance de la loi ayant servi au tirage. 
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 • pour une méthode d'ordre un (PMVS1) : 

Ln L
T

Ln f y m xT
H

t

T

t
H

t( ( )) ( ( , ( , )),θ θ=
=
∑1

1
 

 • pour une méthode d'ordre deux (PMVS2) : 

Ln L
T

Ln f y m x g xT
H

t

T

t
H

t
H

t( ( , )) ( ( , ( , ), ( , , )). θ σ θ θ σ=
=
∑1

1

 Laroque et Salanié (1989) montrent que les estimateurs du PMVS sont 
asymptotiquement convergents lorsque le nombre de simulations H tend vers l'infini 
quand T tend vers l'infini. Les auteurs prouvent également que sous des hypothèses 
de différentiabilité, θ  est asymptotiquement normal et de même variance-
covariance asymptotique que l'estimateur du PMV 

TH

θT, si le nombre de simulations 
H tend vers l'infini plus vite que T . 

IV- APPLICATION AU CAS DES MODELES DE DESEQUILIBRE 

 IV.1- Présentation du modèle et des approches alternatives d'estimation 

 Les modèles de déséquilibre reviennent sur l'hypothèse de flexibilité parfaite 
des prix et proposent une approche alternative fondée sur l'existence d'un 
ajustement par les quantités. Cet ajustement peut être total, auquel cas l'équilibre se 
réalise à un prix donné au minimum de l'offre ( ) et de la demande (y ).  et y  
ne sont pas toujours observables (l'offre n'est observée qu'en période d'excés de 
demande et la demande n'est observée qu'en période d'excés d'offre), ce sont des 
variables latentes. Ainsi, le modèle latent est défini par : 

ys
* * * *

d ys d

⎩⎨
⎧

+=
+=

,
,               (1)

*

*

dtdddtdt

stssstst
uxy
uxy

σθ
σθ  

où xs et xd représentent respectivement les variables exogènes déterminant l'offre et 
la demande; us et ud désignent les erreurs définies sur l'offre et la demande  
respectivement; nous supposerons dans la suite que ces erreurs suivent des lois 
normales centrées, réduites et indépendantes; θ' = (θs,θd) est le vecteur des 
paramètres d'intérêt et σ' = (σs,σd), le vecteur des paramètres de nuisance. Le 
modèle observable est défini par l'équation de la transaction réalisée (yt ) : 

T.1,...,= t),,min(                 (2) ** dtstt yyy =   

le modèle défini par les équations (1) et (2) est appelé modèle canonique de 
déséquilibre (Quandt (1982)). 
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 Depuis les travaux fondateurs de Fair et Jaffe (1972), les méthodes 
d'estimation des modèles de déséquilibre ont connu un véritable essor. La contrainte 
majeure réside alors dans l'imperfection de l'information disponible sur le 
découpage de l'échantillon en période d'excès d'offre et en période d'excès de 
demande. 

 Les travaux de Maddala et Nelson (1974) vont permettre d'envisager 
l'estimation de tels modèles à l'aide de la méthode du maximum de vraisemblance, 
qui ne suppose pas une connaissance préalable du découpage de l'échantillon, mais 
qui soulève malgré tout d'autres difficultés (voir annexe 2). 

IV.2- Estimation par le PMV et par le PMVS 

 Nous présenterons successivement l'estimation par le PMV et le PMVS, du 
modèle canonique de déséquilibre (1er cas), du modèle avec micro marchés (2ème 
cas) et du modèle dynamique de déséquilibre (3ème cas). Dans le premier cas, les 
expressions analytiques des deux premiers moments conditionnels de la variable 
endogène observée sont faciles à calculer. On peut donc appliquer les procédures du 
PMV d'ordre un et deux pour estimer les paramètres d'intérêt et de nuisance. Dans 
le deuxième et troisième cas, le calcul de l'espérance et de la variance 
conditionnelles de la variable endogène observée n'est pas aisé, et pose des 
problèmes numériques liés à l'évaluation d'intégrales multiples (intégrale double 
dans le cas de micro marchés, une intégrale d'ordre T dans le cas du modèle 
dynamique). On préfère alors utiliser les méthodes du PMVS qui fournissent, à un 
coût faible, des estimateurs qui ont de bonnes propriétés asymptotiques et qui sont 
robustes vis-à-vis de l'introduction des micro marchés, et d'une structure dynamique 
de l'offre et de la demande.  

 A- Modèle canonique de déséquilibre : Estimation par le PMV 

 Pour une date t, t = 1,...,T, le modèle s'écrit : 

);min(          (1) dtdddtstssstt uxuxy σθσθ ++=  

Nous noterons dans la suite ),(et  ),(, , ),( ''22' dsdssdsd xxxs θθθσσσσσ ==+== . Nous 
supposerons que les aléas ud et us sont normalement distribués d'espérances nulles 
et de variances unitaires.  

 Nous avons vu dans les sections précédentes, que les méthodes du PMV 
reposent sur les deux premiers moments de la variable endogène. La première étape 
consiste donc à calculer les expressions de ceux-ci. Pour celà, on utilise les résultats 
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relatifs aux  moments d'une loi normale bi-dimensionnelle tronquée (Gouriéroux 
(1989)) : 

 1ère étape : les expressions des deux premiers moments de la variable y 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ).                                              

)(                                              

)(),,()/(      (3)

,x                                              

),,()/(      (2)

22

222

s
xxxxs

s
xxx

s
xxxxgxyE

s
xxss

xx
s
xxxsxmxyE

sstddtsstddt

sstddt
ssst

ddtsst
dddtttt

sstddtsstddtsst

ddtsstddtttt

θθϕθθ

θθσθ

θθσθσθ

θθϕθθθ

θθθθ

−+−

−Φ++

−Φ+=≡

−−−Φ+

−Φ=≡

 

où Φ et ϕ sont respectivement la fonction de répartition et la densité de la loi 
normale centrée et réduite9. 

 Les équations (2) et (3) montrent que seuls θ et s sont identifiables au premier 
ordre, tandis que θ et σ sont identifiables au second ordre. 

 2ème étape : Calcul de la pseudo-vraisemblance à la date t 

  • Méthode d'ordre un : PMV1 

 Cette méthode consiste à maximiser la fonction de vraisemblance associée au 
pseudo-modèle suivant : 

,),,( 1ttt usxmy += θ  

où les u1t sont des variables aléatoires indépendantes, d'espérances nulles et dont la 
densité appartient à une famille exponentielle quadratique, plus précisément dans 
notre cas la loi normale. 

 En faisant comme si la variable endogène (y) suivait une loi normale, de 
variance V fixe et indépendante des paramètres, pour une observation t donnée et 
pour un choix donné des paramètres, la pseudo-vraisemblance s'écrit : 

( ) .2
)),,((exp

2
1),,(),,,(      2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−= V

sxmy
V

sxmysxyl tt
ttttt

θ
π

θϕθ  

                                              
9Rappelons qu'une variable aléatoire normale, centrée et réduite (x) a pour fonction de densité de 

probabilité la fonction ϕ
π

( )x e
x

=
−1

2

1
2

2

 et pour fonction de répartition . ∫ ∞−
=Φ

x
dzzx )()( ϕ
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Ou encore le logarithme de la pseudo-vraisemblance à la date t : 

( ) ( )
2
2 

2
),,()(lLn        (4)

2

1t
VLn

V
sxmy tt πθ −−−= . 

 

  • Le PMVQG  : 

 Si on dispose, pour une valeur arbitraire des variables exogènes, d'un 
estimateur convergent de la variance de la variable endogène, V(x ,t θ ,σ ). Si ( ) 
était normalement distribué, le logarithme de sa pseudo-vraisemblance pour un 
choix donné des paramètres est : 

yt

( ) .2
))~~,

~~,(2(
)~~,

~~,(2
),,()(      (5)

2 σθπ
σθ
θ t

t

tt
QGt

xVLn
xV

sxmylLn −−−=  

  • Méthode d'ordre deux : PMV2

Il s'agit de maximiser la fonction de vraisemblance associée au pseudo-modèle 
suivant : 

,),,( 2ttt usxmy += θ  

où les u2t sont des perturbations normales, indépendantes, centrées et de variance 
V(xt,θ,σ). Pour une observation donnée et pour un choix des paramètres, le 
logarithme de la pseudo-vraisemblance est : 

( ) .2
)),,(2(

),,(2
),,()(      (6)

2

2
σθπ

σθ
θ t

t

tt
t

xVLn
xV

sxmylLn −−−=  

 3ème étape : Calculer la pseudo-log-vraisemblance totale 

Sous l'hypothèse d'indépendance des observations, la pseudo-log-vraisemblance 
totale correspond à la somme des pseudo-log-vraisemblances élémentaires, 
calculées à la deuxième étape : 

  • L'estimateur du PMV1 est solution de la maximisation de la fonction 
: 

,)(       (7)
1

11 ∑
=

=
T

t
tlLnL  

ou encore de la minimisation du critère suivant : 
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( )∑
=

−
T

t
tt sxmy

1

2),,( θ  

  • l'estimateur du PMVQG est solution de la maximisation de la 
fonction :  

,)(       (8)
1
∑
=

=
T

t
QGtQG lLnL  

ou encore de la minimisation du critère suivant : 

( )∑
=

−T

t t

tt

xV
sxmy

1

2

)~~,
~~,(

),,(
σθ
θ  

 

  • l'estimateur du PMV2 est solution de la maximisation de la fonction :  

.)(       (9)
1

22 ∑
=

=
T

t
tlLnL  

ou encore de la minimisation du critère suivant : 

( ) ( )∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−T

t
t

t

tt xVLnxV
sxmy

1

2

),,( ),,(
),,( σθσθ

θ  

 4ème étape : Détermination de l'optimum 

Les paramètres d'intérêt et/ou de nuisances estimés sont issus de la minimisation de 
l'une des fonctions objectifs, définies à l'étape précédente. Cette minimisation est 
effectuée par un algorithme standard d'optimisation (méthode de Newton-Raphson, 
méthode de la montée la plus rapide, méthode du scoring ...etc.). 

 B- Modèles de déséquilibre avec micro marchés : Estimation par le 
PMVS 

 Si l'agrégation de micro marchés (voir annexe 2.B) permet de tenir compte de 
la concomitance des régimes d'excès d'offre et d'excès de demande, elle complique 
néanmoins le calcul des premiers moments conditionnels de la variable endogène 
(la transaction agrégée). Dans cette situation, la méthode du PMV est d'application 
aussi délicate que celle du MV. Pour résoudre ce problème, on utilise la version 
simulée du PMV. 
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 On fait l'hypothèse que les micro marchés indicés par i, i = 1,...,N, sont 
infiniment petits et infiniment nombreux (un continuum de micro marchés). Sous 
cette hypothèse, l'échange au niveau agrégé est égale à l'espérance des transactions 
sur les micro marchés : 

( ),,/);min(                

);min(1limy      (10)
1

dtstdiddtdddtsisstsssti

diddtdddt
N

n
sisstssst

N
t

uuvuxvuxE

vuxvuxN
τσθτσθ

τσθτσθ

++++=

++++= ∑
=

∞→  

où l'espérance mathématique (Ei ) est prise par rapport à (vsi,vdi). 

 On considère donc qu'il y a des perturbations qui affectent l'ensemble des 
micro marchés à la date t (il s'agit de ust et udt ), alors que la particularité du micro-
marché i est prise en compte par les termes d'erreur vsi et vdi . On suppose dans la 
suite que ces perturbations sont normalement distribuées, d'espérances nulles, de 
variances unitaires, non autocorrélées (dans le temps pour ust et udt , et dans l'espace 
pour vsi et vdi ) et non corrélées entre elles.  

 Sous les hypothèses mentionnées ci-dessus, l'espérance mathématique de la 
transaction réalisée (équation (10)) s'écrit : 

( )
( ) ( ),)(

)()(      (11)

τ
σθσθτϕτ

σθσθσθ
τ

σθσθσθ

stssstdtdddtstssstdtdddtstssst

dtdddtstssstdtdddtt
i

uxuxuxuxux

uxuxuxyE
−−+−−−+Φ++

−−+Φ+=
 

où Φ et ϕ désignent respectivement la fonction de répartition et la fonction de 
densité de la loi normale centrée et réduite. On notera que le dernier terme à droite 
de l'équation (11), peut être considéré comme un indicateur des frictions observées 
sur les micro marchés; 22 sd τττ +=  représente l'indicateur de dispersion de l'écart 
entre l'offre et la demande sur les micro marchés. 

 On déduit de l'équation (11) que : 

 • les paramètres (θ ,θs d, 22 τ+s ) sont identifiables au premier ordre. Le calcul 
de la variance de yt est plus laborieux, il montre que les paramètres ( )τσσθθ ,,,, sdsd  
sont identifiables au second ordre; 

 • Puisque τ  et s ne sont pas identifiables séparément, utiliser le PMV1 en 
l'absence ou en présence de micro-marché conduit aux mêmes résultats et n'est donc 
d'aucune utilité pour estimer le modèle avec micro marchés. Seul le PMV2 présente 
ici un intérêt. 
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 Pour obtenir l'espérance de la quantité échangée au niveau agrégé, on doit 
intégrer l'équation (11) par rapport à la densité de (u ). D'où l'intérêt 
d'approximer les deux premiers moments par simulation. 

udt st,

 1ère étape : Approximation des deux premiers moments conditionnels en 
   procédant à des simulations de Monte carlo  

 Nous procédons, à chaque période, au tirage de H (entre 50 et 100 dans la 
pratique) perturbations normales centrées, indépendantes et de variances unitaires 
que nous noterons : 

( ,, ,u uh t
s

h t
d ),

)

 

 Nous conservons les mêmes séries tout au long de la procédure d'estimation 
afin d'opérer avec la même approximation des fonctions de la vraisemblance (selon 
l'odre d'identifiabilité du modèle). 

 Pour ( τσσθθ ,,,, sdsd  donnés (ce qui revient à fixer ses paramètres), nous 
calculons : 
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puis nous approximons les moments de la variable endogène par : 
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Les proportions de micro marchés en régimes d'offre et de demande sont 
approximées par : 
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 Connaissant les deux premiers moments, la mise en oeuvre de la méthode du 
PMVS d'ordre 2 est identique à la description fournie dans le cas du modèle 
canonique de déséquilibre10 : 

 2ème étape : Calcul de la vraisemblance à la date t, 

 3ème étape : Calculer la log-vraisemblance totale, 

 4ème étape : Détermination de l'optimum. 

 

 C- Modèles de déséquilibre dynamiques : Estimation par le PMVS 

 L'un des griefs adressé aux modèles de déséquilibre est la nature 
généralement sommaire de la spécification dynamique retenue. La présence de 
variables latentes retardées (soit d'une dynamique sur les variables non observables, 
l'offre et la demande) trouve pourtant de multiples justifications . 

 Cette carence en matière de dynamique a pour origine essentiellement des 
difficultés numériques d'estimation liées à la complexité de l'expression analytique 
de la fonction de vraisemblance. Dans ce contexte, les méthodes du PMVS se sont 
avérées particulièrement fécondes puisqu'elles se prêtent aisément à une extension 
dynamique (Laroque et Salanié (1992, 1993), Ben Jelili et Mihoubi (1993)). Les 
méthodes du PMV Dynamique Simulé (PMVDS) sont fondées sur l'évaluation des 
différents moments de la variable endogène observée par des simulations 
dynamiques : les variables latentes retardées prennent pour valeurs à la période t 
celles qui ont été simulées par les variables latentes aux périodes précédentes. 

 Présentation du modèle  

 Nous considérons le modèle stationnaire11 suivant : 

).,min(
,

,

**

* 1*

* 1*

dtstt

dtdddtdtddt

stssststsst

yyy
uxyy
uxyy

=
++=
++=

−

−
σθρ
σθρ

 

                                              
10La maximisation de la pseudo-log-vraisemblance requiert la connaissance des dérivées des deux premiers 

moments par rapport aux paramètres. Les approximations de ces dérivées par la méthode de Monte-Carlo 
sont présentées dans l'article de Laffargue et Mihoubi (1989). 

11Dans les applications concrètes, les variables macro-économiques sont généralement non stationnaires. 
Les conséquences de l'absence de stationnarité quant à l'applicabilité du PMVS sont analysées dans Laroque 
et Salanié (1992) et Mihoubi (1993). 
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avec ρ ρs d< <1 1 et . 

  Les perturbations ( , sont supposées normalement et indépendamment 
distribuées, et non corrélées entre elles.  

)

d0
*

d

d

us d
, ,  

0
* *

)

u ust dt

 Nous pouvons réécrire le modèle, par récurrence, sous sa forme finale : 
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y ys0
*  et  représentent les valeurs initiales respectivement de l'offre et de la 

demande. 

 Sous cette forme, les paramètres liés au moment du premier ordre 
(θ θ ) sont identifiables avec les trois méthodes du PMV. Les paramètres 
(σ ) ne sont identifiables qu'avec le PMV2, puisque seule cette méthode 
d'estimation tient compte des moments de second ordre. 

ρ ρs d s, , ,
σs ,

 Simulation des deux premiers moments conditionnels 

 On effectue, à chaque période t, H tirages de perturbations auxiliaires 
normales, centrées, réduites, indépendantes et non autocorrélées : u  . Ces 
dernières doivent être conservées tout au long de la procédure d'optimisation  de la 
vraisemblance. Pour simplifier la présentation, nous supposons que les valeurs 
initiales des variables latentes (y ) sont connues. 

h t h t,

ys d0 ,

 Pour un tirage h, h = 1,...,H, nous pouvons calculer ( ,  par simulation 
dynamique : 

,
*

,
*y ysh t dh t
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,* 1,* ,

,* 1,* ,
d
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 De la même façon, nous définissons : 
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 Ainsi, nous obtenons les approximations des deux premiers moments12 : 
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où x x x u u u u u ut t st s st dt d d= = t=( ,..., ), ( ,..., ) ( ,..., )1 1 1et . 

 Ces approximations serviront à entamer la procédure d'estimation par le PMV 
telle qu'elle est décrite dans le cas canonique (les étapes 2,3 et 4). 

IV.3- Application à l'emploi en déséquilibre et en présence de variables latentes 
retardées. 

 L'exemple illustratif que nous allons présenter concerne le marché du travail 
en France. Il est issu de Mihoubi (1994). Les données utilisées sont extraites de la 
base de données trimestrielle couvrant la période 1946-1989, construite par 
Laroque, Ralle, Salanié et Toujas-Bernate (1990) et portent sur l'ensemble de 
l'économie. Seules les séries de taux d'utilisation des capacités de production et de 
population active ne proviennent pas de cette base. 

 Le modèle comprend quatre équations. 

  • Une équation d'offre de travail : 
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  • une équation de demande de travail : 
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12La maximisation de la pseudo-log-vraisemblance requiert la connaissance des dérivées des deux premiers 

moments par rapport aux paramètres. Les approximations de ces dérivées par la méthode de Monte-Carlo 
sont présentées dans l'article de Ben Jelili et Mihoubi (1992). 
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  • une équation d'emploi effectif : 

( ) ( )( );L ,  d
t

s
tt LnLLnMinLLn = ; 

  • et une équation de salaire : 
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avec  L : l'activité salariée; 

  T  : le taux de cotisation salarié; S

  P : le prix du PIB;  

  P  : le prix de consommation; c

  Wr  : le salaire de réservation (celui-ci est approximé par le ratio des 
  revenus non salariaux nets de l'épargne à la population active au sens 
  démographique); 

  W : le salaire horaire brut; 

  POP : l'activité potentielle (produit de la population active et du  
 nombre d'heures hebdomadaires travaillées); 

  K : le capital; 

  T  : le taux de cotisation employeur; E

  u N .  t t, v et  suivent une loi tω ( , )0 1

 Pour obtenir des valeurs initiales raisonnables des différents paramètres, nous 
avons estimé indépendamment les équations d'offre et de demande, par les 
Moindres Carrés ordinaires (MCO), sur les sous-périodes où chacun des deux 
régimes semble a priori prédominer (de 1961 à 1973 pour l'équation d'offre, de 
1975 à 1989 pour l'équation de demande). 

 Les résultats de l'estimation du modèle sont : 

 • pour l'équation de demande : 
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 • pour l'équation d'offre : 
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 • et pour l'équation de salaire : 
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 Plusieurs enseignements originaux avec un modèle de déséquilibre peuvent 
être tirés . 

 D'une part, la demande de travail serait sensible aux variations des 
rationnements passés (∆ ). L'effet de reprot dynamique, dont 
l'ampleur est voisine de 0.7, semble robuste aux spécifications du salaire de 
réservation. En revanche, l'effet de report dynamique est sensiblement moins 
robuste pour l'équation d'offre de travail (le signe et l'ampleure du coefficient lui 
étant associé varient suivant la définition du salaire de réservation). 

Ln L Lt t ( /− −1

 D'autre part, les salaires seraient sensibles à la fois aux déséquilibres présents 
et passés. En outre, les variations et le niveau des déséquilibres peseraient sur la 
formation des salaires. 

 Enfin, la croissance des salaires est indexée unitairement sur la croissance du 
prix de consommation à très court terme (les termes d'inflation retardés sont en 
général non significatifs) 

 La spécification peut gagner en réalisme en relâchant l'hypothèse 
d'homogénéité du marché agrégé du travail, ce qui revient à prendre en compte 
l'agrégation de micro marchés en déséquilibre. On opte pour une modélisation de la 
dispersion des micro marchés répondant au soucis de simplicité et permettant de 
rendre compte d'une évolution tendancielle :  
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τ τ τ= +0 1t  

 Les résultats obtenus sont : 

 • pour l'équation de demande : 
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 • pour l'équation d'offre : 
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 • et pour l'équation de salaire : 
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 L'hypothèse de présence de micro marchés ne semble pas être rejetée, sans 
pour autant modifier fondamentalement les résultats obtenus précédemment. 

 Cet exemple illustre bien l'intérêt de la méthode du PMV pour estimer un 
modèle de déséquilibre aussi complexe. Celui-ci, riche d'enseignements 
économiques, combine à la fois la présence de micro marchés (un problème 
d'agrégation) et de variables endogènes (observées et latentes) retardées (analyse 
des comportements inter-temporels). 

 

 

29 



Annexe 1: Définitions et propriétés des estimateurs du PMV 

 

A- Les hypothèses de White : 

H1 : Les variables aléatoires ut ,t = 1,...,T, sont indépendamment distribuées et 
suivent une même loi f0 ; 

H2 : l'ensemble des paramètres Θ est compact ; 

H3 : f est mesurable et continue quelque soit les valeurs de θ ∈ Θ. En plus f est 
intégrable par rapport à la vraie loi. 

H4 : E f ut0 0( ( ))  existe et Ln f u g ut t( ( , )) ( ), ,θ θ≤ ∀ ∈Θ  avec g une fonction intégrable 

par rapport à la vraie distribution de ut ; 

H5 : l'information de Kullback possède un minimum unique en θ = θ*. 

H6 : f est différentiable par rapport à θ ∈ Θ; 

H7 : f est deux fois continuement différentiable par rapport à θ ∈ Θ; 

H8 : (i) θ* est un point intérieur de Θ; 

        (ii) la matrice ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

,

2

0

)),(()( ∂θ∂θ
θ∂θ ufLnEEJ

x
 existe et est inversible ; 

        (iii) la matrice ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−= '

)),((.)),(()(
0 ∂θ

θ∂
∂θ

θ∂θ ufLnufLnEEI
x

 n'est pas singulière. 

B- Les propriétés des familles des lois exponentielles linéaires et quadratiques 

  1- Famille de lois exponentielles linéaires 

 Gouriéroux, Monfort et Trognon (1984) détaillent quatre propriétés de ces 
familles : 

Propriété 1 : ∂
∂

∂
∂

A m
m

C m
m

m( ) ( )
+ = 0; 

Propriété 2 : 0)()()(
1

22 =+
′

+
′
∑
=

G

g
g

g

m
mCmmm

mC
mm
mA

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂  où C  et m  sont respectivement la 

gème composante de C et m; 

g g
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Propriété 3 : 1
)(

−Σ=m
mC

∂
∂  où Σ  est la matrice de variance-covariance associée à 

f(y,m). Cest une matrice définie positive de dimension G. 

Propriété 4 : MmmmmCmAmmCmA ∈∀+≤+ 00000 , ,)()()()( . 

  2- Les familles exponentielles quadratiques 

 Une famille de mesure de probabilité sur ℜG  indicée par un paramètre 
 et Σ(GxG) (une matrice carrée définie positive) appartenant à un sous 

ensemble E des matrices définies positives est appelée famille exponentielle linéaire 
si : 

m M∈ ⊂ ℜG

{ }

 • chaque élément de la famille a une fonction de densité par rapport à une 
mesure donnée et si cette fonction peut être écrite comme : 

ymDyymCyBmAmyf ),(),()(),(exp),,( Σ′+Σ++Σ=Σ G,  où A(m,Σ) et B(y) sont des 
scalaires, C(m,Σ) est un vecteur ligne de dimension G et D(m,Σ) représente une 
matrice carrée (G,G); 

y ∈ℜ

 • m et Σ désignent respectivement  la moyenne et la matrice de variance-
covariance des aléas dont la distribution est f(y,m,Σ). 

Propriété 5 :  
A m C m m trD m m m A m C m m trD m m m( , ) ( , ) ( , )( ) ( , ) ( , ) ( , )( )Σ Σ Σ ,' 'Σ Σ Σ Σ Σ+ + + ≤ + + +0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

∀ ∈ ∀ ∈m m M E, , .0 0 et Σ Σ  

Propriété 6 : Pour ′ =α ( , )m Σ , nous vérifions : 

 •  ∫ =Σ= ;),,()(0 mvdymyyfyE

 •  ∫ Σ+=Σ= ;),,()( 2220 mvdymyfyyE

 • ;)()(
32
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 •  .4,3 ),(où  )()(
0432

20 ==++Σ+= jyEmmDmCmAyE
jj∂α

∂
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∂

∂α
∂

∂α
∂  

C- Les expressions des matrices I et J pour PMV2 
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où m3(x,θ) et m4(x,θ) représentent respectivement les moments d'ordre 3 et 4, p'=(θ,
σ) et α'=(m(x,θ),g(x,σ)). 
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Annexe 2: Les méthodes traditionnelles d'estimation et l'agrégation de micro 
marchés en déséquilibre 

 

A- Estimation par le Maximum de vraisemblance du modèle canonique de 
déséquilibre 

 Rappelons brièvement le principe du calcul de la vraisemblance dans le cadre 
du modèle canonique de déséquilibre. La densité de la  transaction réalisée yt  à la 
date t est définie par : 

h y f y y y y y f y y y y yt t t t dt st dt st t t dt st dt st( ) ( / ) Pr( ) ( / ) Pr( ),* * * * * * * *= ≥ ≥ + < <  

où  est la densité conditionnelle de la transaction réalisée sachant qu'on se situe 
dans un régime d'offre (y ) ou dans un régime de demande (y ). Cette 
densité est pondérée par la probabilité  P

ft

ydt st
* *≥ * *< ydt st

r (.) d'être dans un des deux régimes. 

 Si g y  et g y  désignent respectivement la densité jointe 
et la densité jointe conditionnelle de y  , alors : 
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De la même façon, on définit : 
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Nous pouvons alors réecrire la densité de y  : t

,),(),()( **** ∫∫
+∞+∞
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r
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r
t y

st
r
tstt

y dt
r
tdttr

t dyyygdyyygyh  

où y  désigne la réalisation de y  . t
r

t

 Sous l'hypothèse d'indépendance des  , la vraisemblance (L) du modèle est 
égale au produit des vraisemblances de chaque période, d'où : 

yt
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 Lorsque les aléas sont normaux et indépendants, la densité de y  s'écrit sous 
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 où Φ et ϕ sont respectivement la fonction de répartition et la densité de la loi 
normale centrée et réduite. 

 Les conditions nécessaires à la maximisation de la vraisemblance (ou de la 
log-vraisemblance) du modèle canonique conduisent à un système fortement non 
linéaire par rapport aux paramètres inconnus. Le recours à des méthodes itératives 
de résolution est donc nécessaire : à partir de valeurs initiales convenablement 
choisies pour les paramètres, l'algorithme d'optimisation évalue à chaque itération la 
fonction de vraisemblance. Les expressions analytiques des dérivées premières et 
secondes permettent de converger plus ou moins rapidement vers la solution qui 
maximise la fonction de vraisemblance. 

 L'estimateur du maximum de vraisemblance est convergent et 
asymptotiquement normal, mais malheureusement, ses propriétés numériques sont 
très mauvaises. En effet plusieurs types d'extrema fallacieux sont envisageables : 

 • Si l'un (ou les deux) des écarts-type (σ i i d, s,= ) tend vers zéro, la 
vraisemblance n'est plus bornée et tend alors vers l'infini. L'algorithme 
d'optimisation semble converger, mais vers une valeur nulle de l'écart-type. Hartley 
et Mallela (1977) montrent, cependant, que les estimateurs du maximum de 
vraisemblance sont convergents si le vecteur des paramètres vrais est choisi à 
l'intérieur d'un sous-espace compact de l'ensemble de tous les paramètres possibles, 
ce sous-espace ne comprenant pas les régions où σs = 0 et/ou σd 0= . 

 • L'un des deux régimes (excès d'offre, excès de demande) est affecté d'une 
probabilité d'apparition nulle sur l'ensemble de l'échantillon. Une telle situation 
provient, généralement, d'un nombre d'observations insuffisant pour observer 
l'ensemble des régimes ou d'une mauvaise spécification du régime non observé. 

 • Une difficulté supplémentaire peut surgir dans le cas où les aléas des 
équations d'offre et de demande sont corrélés. Il s'agit de la possibilité de 
convergence de l'algorithme d'optimisation en un point où le coefficient de 
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corrélation est de module unitaire, c'est-à-dire en un point où la fonction de 
vraisemblance n'est pas définie (Goldfeld et Quandt (1978)). 

B- Déséquilibre et agrégation de micro marchés 

 Le modèle canonique de déséquilibre présente des limites liées à sa nature 
dichotomique. L'une des critiques majeures que l'on peut adresser à l'endroit de ce 
type de modèles au niveau agrégé concerne l'hypothèse trop forte du passage de 
l'économie dans son ensemble d'un régime (d'excès d'offre) à un autre (excès de 
demande). Cette hypothèse apparaît comme peu vraisemblable dès lors qu'on 
reconnaît l'existence d'hétérogénéité caractérisant l'économie. 

 L'analyse des déséquilibres en présence de micro marchés permet de relâcher 
cette hypothèse et de tenir compte de la simultanéité des demandes excédentaires et 
des offres excédentaires. 

 On considère alors un ensemble de micro marchés qui ne sont pas forcément 
affectés du même déséquilibre, le micro marché pouvant se définir comme l'entité 
élémentaire où l'ensemble des intervenants se rencontrent et où sont échangés des 
liens homogènes. On suppose que l'économie consiste en un nombre élevé N de 
marché élémentaires  (micro marchés), indicés par i (i = 1,...,N), pour lesquels les 
variables exogènes et les paramètres sont identiques, mais qui sont affectés, en plus 
des aléas macro-économiques (ust et udt), par des aléas locaux  ou aléas spatiaux ( 
vsit et vdit) spécifiques à chacun des micro marchés. Les aléas locaux sont 
indépendants entre eux et indépendants des aléas macro-économiques. Sous ces 
conditions, le modèle canonique de déséquilibre décrivant la transaction réalisée sur 
le marché i à la période t s'écrit : 
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 Le modèle agrégé est donné par l'espérance, par rapport aux aléas locaux, des 
quantités échangées sur les micro marchés : 

( )dtstdtstitvt uuxxyE ,,,/y          = . 

 Le passage de l'observation élémentaire à l'entité agrégée se traduit par le 
choix d'une procédure d'agrégation que doit respecter les distributions empiriques 
observées sur les unités élémentaires. 
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 Les travaux fondateurs de Muellbauer (1978) sur la technique d'agrégation 
par intégration permettent de dériver les fondements communs à l'ensemble des 
modèles d'agrégation. 

 L'agrégation par intégration (par ailleurs développée par Kooiman et Kloeck 
(1979)) est fondée sur l'analyse de la situation des micro marchés à partir de celle 
observée sur les marchés agrégés. On suppose alors que le nombre de micro 
marchés est très grand et que la taille de chaque micro-marché est suffisamment 
faible. Ainsi l'absence d'information quant au nombre de marchés élémentaires est 
comblée par l'hypothèse d'un continuum de micro marchés. Grâce à cette hypothèse, 
la loi discrète suivie par les micro-offres et les micro-demandes peut être approchée 
par une distribution continue. le choix de la fonction de densité jointe s'avère crucial 
et c'est d'ailleurs en partie autour de ce choix que se distinguent les différentes 
méthodes d'agrégation. Ainsi les approches de Lambert et de Kooiman-Kloeck se 
distinguent essentiellement par les approximations conduisant à la transaction 
agrégée. 

 Lambert montre, qu'à la suite d'une série d'approximations13 et moyennant 
des hypothèses sur la distribution des aléas14, on aboutit à une forme CES de la 
transaction agrégée : 

( ) .)()(           (5) /1 ρ
ρρ θθ −

−− += ddtsst xxy  

 Le paramètre ρ est inversement proportionnel à l'indicateur de dispersion 
mesurant le déséquilibre entre l'offre et la demande sur les micro marchés (cet 
indicateur dépend des aléas  locaux τs et τd ). Cela distingue fondamentalement 
cette approche de celle de Ginsburgh, Tishler et Zang où l'approximation CES est 
totalement ad hoc. 

 L'approche de Lambert intègre l'existence du déséquilibre au niveau micro-
économique. Elle est simple à appliquer15. Toutefois, elle repose sur des hypothèses 
assez fortes qui limitent sa portée. En outre, l'utilisation de données auxiliaires 
(données d'enquêtes) pour calculer le paramètre ρ (ce qui rend la procédure 

                                              
13Les diverses approximations et hypothèses sont explicitées en annexe de la thèse de Lambert (1984). 
14L'auteur retient l'hypothèse d'une distribution log-normale jointe de la demande et de l'offre sur les 

micro-marchés. 
15Comme le paramètre ρ est directement relié à la proportion de micro-marchés en régime d'offre ou en 

régime de demande, on peut le calculer dès lors qu'un indicateur de cette proportion (on pense plus 
particulièrement aux données d'enquêtes) est disponible. 
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d'estimation encore plus simple) peuvent introduire des biais dans les estimations 
des paramètres16. 

 Dans le cas de l'approche développée par Kooiman-Kloek, la dérivation 
entraîne l'écriture de la transaction agrégée sous la forme d'une moyenne pondérée 
de l'offre et de la demande augmentée d'un terme de friction. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              
16Voir à ce sujet Kooïman (1984,1986). 
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